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第I部

研究成果報告





第1章 本研究に至るまでの経過

1.1 はじめに
初等教育や後期中等教育における数学の学習内容は，最近の一連の学習指導要領の改革に

より大きく変化してきた。それに対して工業高等専門学校の数学の学習内容は，高専創設時

と比べて多少の変動はあったものの小中高ほどの大きな変化はみせていない。高専では，専

門科目の学習が本格化する 3年までに微分積分の基礎知識を一通り終えていなければならな

いので，数学の学習内容を大きく変更する余地が少ないためと思われる。また，微分積分を

学習するには，それ以前に数列や主要な初等関数について学んでおかなければならない。そ

のせいもあってか，授業は定められた学習項目を次々に教え込むスタイルの授業になりがち

である。既習事項をもとにして総合問題を課すような時間的余裕は，なかなか取れないのが

実情である。

一方，欧米の数学教育に目を向けると，欧米では数学教育にグラフ電卓を活用する方向に

転換しつつある。たとえば，2000年に発表された NCTM(全米数学教師協議会)の STAN-

DARDSでは，グラフ電卓を活用した教育が推奨されており 1)，数学の授業でグラフ電卓の

使用は常識化していると言われる。たとえば，米国において高校在学時に大学の微積分の単

位が認められる AP Calculus のコースでは，グラフ電卓の浸透率は 90%とされている 2)。

日本でも 1990年代後半にグラフ電卓を数学教育の中で活用する研究が科学研究費補助金を

利用して行われた 3, 4)。関連する図書も発行されたが 5)，その後の大きな普及には至ってい

ない。今だに，一部の教師だけの関心事に留まっている。

そのような中でグラフ電卓自体の機能も向上し，高度の数式処理機能を持つようになって

きた。その機能に著者が触れたのは平成 10年に筑波大学で開催された「第 3回：数学にお

けるテクノロジーに関するアジア会議 6)」においてである。その機能を目の当たりにして実

際に購入し，その機能の一つ一つを時間をかけて確かめていった。そして，高校の微積分か

ら大学の応用数学までを守備範囲とする高専の数学教育においてこそ，この電卓はより大き

な効果を発揮するだろうことを確信した。平成 11年度の年度末には，幸いにも数式処理電

卓 TI–89を 1クラス分を購入することができた∗。そこで，この電卓の数学教育における効

果を確認すべく，次節で述べるような取り組みを行った。

∗この電卓は級数展開，微分方程式の解析解，さらには行列の固有値の計算など高度の数式処理機能を持つ。

石川高専の阿蘇和寿 7) は，この電卓は単なる計算ツールとしてではなく，数学上の思考のツールとして利用さ
れるべきであるとし，数学ナビゲータ (略して「数ナビ」)と呼ぶことを提唱している。この提案に著者も同意
し，本報告書では利用する数式処理電卓 TI–89を「数ナビ」と呼ぶことにする。



1.2 これまでの取り組み

1.2.1 平成 12年度の取り組み

高専の 2年生に数ナビ (数式処理電卓TI–89)を 6月から翌年の 2月末まで，約 9ヶ月間貸

与した。以下に，この数ナビを学生に利用させて得られる典型的な教育効果を示す 8)。

(1) グラフ機能による一目瞭然の理解

数ナビのグラフ機能を利用すると，従来は教師が黒板で説明してきた内容を学生自身に一

目瞭然に気づかせることができる。たとえば， lim
x→0

sinx
x

= 1を例にとる。図 1は，分子と

分母の関数の原点付近のグラフである。これを何度か拡大すると，図 2のようなグラフにな

り 2つのグラフが一直線で表示される。y1 = sinxと y2 = xとの比 (y3)が 1になることは

一目瞭然であろう。図 3により座標データを表形式で表示すれば，数値上の理解を得させる

こともできる。多くの学生は，この作業を通して比が 1になることに自分で気づいている。

図 1 図 2 図 3

(2) 数式処理機能の利用による数学的な気づき

数ナビの数式処理機能機能を利用させることで，いろいろな計算の中に含まれる数学的性

質に気づかせることもできる。たとえば，合成関数の微分公式を以下の手順で考えさせた。

(1) y = (3x− 5)4などを，y = f(u), u = g(x)と 2つの関数に分解させる。

(2) y = f(u), u = g(x)の導関数を自分で計算させる。

(3)関数 y = f(g(x))の導関数を，電卓の数式処理機能を利用して求めさせる。

(4)導関数 dy/dx，dy/du，du/dxの間にどのような関係があるかを考えさせる。

この手順により，約半数の学生が dy/dx = dy/du · du/dxに気づいた。中には，3つに分

解する場合も同様であることを自分で確かめ，自分の発見に「すごい」とほくそえんでいる

学生もいた。

(3) 高度の数学的内容に対する真の理解

グラフ機能と数式処理機能を併用することで，従来はなかなか真の理解を得させることが

困難であった内容について，その理解を深めさせることができる。次頁の図は，数ナビを利

用して和の極限としての定積分の定義や微積の基本定理に気づかせようとしたものである。

操作手順はプリントにまとめて学生に配布した。その手順にしたがい考察させることによ

り，平成 12年度の試行ではクラスの 1/4の学生が積分して微分すると元の関数に戻ること

に気づいている。
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図 4 図 5 図 6

図 7 図 8 図 9

図 4で，f(x) = x2に対して区間 [0, 1]を n等分した場合の和を s(n)と定義し，事前に幾

つかの nに対する和 s(n)を自分で計算させる。図 5は，その答え合わせとして s(n)の値を

表示させたものである。図 6は数列 s(n)の収束の様子を示している。図 7は区間 [0, x]で同

じことを考えて s(n, x)を定義し，図 8で n →∞のときの極限を g(x)と定義した。図 9で

は，f(x)をいろいろな関数に変えて g(x)を表示させている。いろいろな f(x)に対して g(x)

を表示させることにより，f(x) = xnのとき g(x)がどのように表されるかや，g′(x) = f(x)

であることに気づかせることができる。

このような形で，この年度の授業ではできるだけ数ナビを積極的に利用するようにした。

そして，年度末に数ナビを利用した数学の授業に関する質問紙調査を行い，以下の結果を

得た。

(1) 数学の授業への興味・関心が増加

「この電卓を使用した授業はおもしろい」と思う者が，電卓の使用期間が長く

なるにつれ増加した。(7月：39.2%，10月：46.5%，2月：49.3%)

(2) 成績上位学生への効果

成績上位学生の 43.5%は，この電卓の使用で「理論的なことへの関心が高まっ

た」と答えている。

(3) 成績中位学生への効果

成績中位学生の数学の学習に対する不安感は有意に減少した。

(4) 成績下位学生への効果

成績下位学生の 52.4%は，この電卓を使用するようになって，「難しい計算も

やってみようという気になる」と答えている。

(5) 数学理解の促進効果

成績の上下によらず，どの層の学生も，半数以上は，この電卓を使用すると

「数学の理解がさらに深められる」と答えている。
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1.2.2 平成 13年度の取り組み

この年度では，1年生 4クラスの関数を担当した。4クラスに貸与できるだけの数ナビは

無いので，通常の黒板による説明をしながら授業を行った。そして，三角関数までを一通り

終えた 1月下旬に，不足分は販売代理店による短期間の無償貸与制度を利用して 1年全クラ

スの学生に数ナビを貸与した。そして，残りの 1ヶ月間に関数の総復習をさせる中で，単な

る「答え合わせ」として利用させて以下の結果を得た 9)。

(1) 電卓の操作に対する習熟度と成績の良し悪しとの間には強い関連性がある。

(2) 成績が下位の者ほど、数ナビの利用で「数学が前よりも分かるようになった」

(図 11)、「数学の理解が深められる」(図 12)と感じている。

(3) 成績下位学生は「数学が分かるようになるためのツール」として電卓を使用し

ている。

(4) コンピュータ操作を苦手とする学生は、数ナビの操作も苦手としている。

図 11: 数学が前より分かるようになった 図 12: 数学の理解が深められる

1.2.3 平成 14年度の取り組み

この年度も，1年生 4クラスの関数を担当した。通常の黒板による説明をしながら授業を

行い，三角関数のグラフを終えた 12月中旬に不足分は販売代理店の貸与制度を利用して学

生に貸与した。関数の総復習をさせる中で前年度と同様に「答え合わせ」として利用させ，

数ナビの利用により数学に関してどのような理解を得たのかを調査した 11)。しかし，数ナビ

の利用で得られた理解の内容は個々の学生により異なり，一般的な傾向は見出せなかった。

理解できない部分は学生により異るためと思われる。

また，復習をかねて関数のグラフをつなぎ合わせて絵 (アート)を作成させたところ，多

くの学生が興味・関心をもって根気強く取り組み，下図のような自分の作品を完成させた。
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事後に感想を書かせると，大部分の学生は「大変だったけどおもしろかった」「勉強になっ

た」「達成感があった」などの感想をのべている。グラフ・アートの作成では，学生は作成

しようとする図柄と共に，以下の事柄も自分で考えなければならない。いずれも関数を総合

的に理解していることが必要なので，関数の総復習として適切な題材と思われる。

(1)作成しようとする図形の構成曲線を描くには，どのようなタイプの関数のグラフを利用

すればよいかを判断すること。

(2)そのグラフで図形の該当部分を表示させるには，どのような平行移動や対称移動を行え

ばよいかを考えること。

(3)係数等を適切に決めて，その関数の式を具体的に決定すること。

(4)複数のグラフで構成されるときは，その接続箇所の座標を求めること。

1.2.4 平成 15年度の取り組み

平成 14年度の年度末に 1学年分の数ナビを購入できたので，この年度では 7月中旬に数

ナビを 1年全クラスの学生に貸与した。そして，数ナビを利用した試行錯誤を通して数学的

性質を発見させる課題を出した。学生からは実に多様なレポートが提出され，こちらの予想

を上回る発見がなされている 12)。

(1) b− a = c− bのとき，y = (x− a)(x− b)(x− c)のグラフの

山の頂点の座標は (b− 0.57735(b− a), 0.3849(b− a)3) であり，

谷の最下点の座標は (b + 0.57735(b− a),−0.3849(b− a)3) である。

(2) y = (x− a)2(x− b), (a < b)となる式で，

谷の最低値の座標は (a + 0.66667(b− a),−0.148148(b− a)3) であり，

y = (x− a)(x− b)2, (a < b)となる式で

山の最大値の座標は (a− 0.666667(b− a), 0.148148(b− a)3) である。

(3) y = (x− a)(x− b)(x− c)のグラフは，

y = x3 − a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

3
x

のグラフを，x軸方向には
a + b + c

3
，y軸方向には

(
a + b + c

3

)3

− (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)
9

− abc

だけ平行移動したものである。

(4) X =
a + b + c

3
, α = − 1

3
(a2+b2+c2−ab−bc−ca)とおくと，y = (x−a)(x−b)(x−c)

の変曲点の座標は (X, (X − a)(X − b)(X − c))であり，

極大値は
(
X −

√
− α

3
,
(
X −

√
− α

3
− a

)(
X −

√
− α

3
− b

)(
X −

√
− α

3
− c

))

極小値は
(
X +

√
− α

3
,
(
X +

√
− α

3
− a

)(
X +

√
− α

3
− b

)(
X +

√
− α

3
− c

))

のときである。
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(5) y = (x− a)(x− b)3の最小値を与える点は，
(

3a + b

4
, − 33 × (a− b)4

256

)
である。

(6) b− a = d− cのとき y = (x− a)(x− b)(x− c)(x− d)の最小値は，次式で与えられる。

−
{

(b− a)(c− a)
2

}2

数ナビに式を定義すればグラフが簡単に表示されるので，学生は成績の上下によらず何ら

かの規則性について考察できる。成績上位の学生の場合は，自分で思考を押し進めて数学の

世界にはまっていく学生も出てきた。数ナビを利用した試行錯誤の数学教育における有効性

について，再認識させられた思いがある。

1.3 総括
以上で紹介したように，個々の学生に数ナビを貸与して利用させることで，従来の数学の

授業では得られないような理解を学生に得させることができる。学生の反応を調べると，成

績の上下や数学の好き嫌いの区別にかかわらず，また，数ナビを使いこなすことができたか

どうかにもかかわらず，多くの学生は「この電卓を利用して数学の理解が深められた」と答

えている。この電卓を成績上位の学生が思考のツールとして活用した場合には，学生は相当

高度の知見にまで到達可能と思われる。反対に，成績下位の学生は，数ナビを通して教師に

は聞けないような疑問も即座に解決することができる。

数学教育に関しては，「数学離れ」や「基礎学力の低下」などがいろいろな調査から明ら

かにされているが，未だ有効な対応策は打ち出されていない。数ナビを活用して得られた数

学教育上の効果は，現在の数学教育が抱える困難な状況に対して，有効かつ具体的な改善策

を与えるものといえるのではないだろうか。特に，試行錯誤を伴なう課題では，数学に対す

る学生の興味・関心や，学生の潜在的な能力が大きく開花する可能性が高まることが期待さ

れる。そのような課題を継続的に提出させるには，問題の収集・開発の他に，提出されたレ

ポートの評価方法に関する研究が不可欠であることから，本研究費の申請に至ったもので

ある。
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第2章 本研究の目的と方法

2.1 本研究の目的・意義
本研究は，高専 1年生を対象に，個々の学生の能力や関心の向け方により様々な形態の解

答の仕方があり，しかも，その解答を考えるにはある程度の試行錯誤（一部でテクノロジー

も利用）が必要であるような数学教材の収集・開発を行うこと，そして，そのような課題に

対して提出されたレポートに対する評価方法を確立することを目的とする。

高専における通常の数学授業は，教師の説明・例題提示等を経て，類似問題の演習を課

す形の授業が多いが，本研究では，まず，解答の仕方が一通りとは限らないような問題を収

集・開発する。その課題では，学生は自らの能力や問題意識によりさまざまな角度から，さ

まざまな答え方が可能である。その課題を考える中では，数学的な事柄に関して学生はいろ

いろな試行錯誤が必要になる。そのような試行錯誤をすること自体が困難な学生も予想され

るので，自力での計算が困難な場合や複雑な関数のグラフ表示などでは，テクノロジーとし

て数式処理電卓 (数ナビ)の利用も許容する。それにより，学力の優劣を問わず，全ての学生

が数学的な事柄に関して何らかの「気づき」を得る可能性が期待できる。

高専第 1学年のうちから，このような試行錯誤の中から何かを発見する喜びや，一つの事

を継続して考え抜く経験をさせることは，高専 5年間の学習を継続する上で，特に創造性育

成の観点において重要である。また，学生の気づいた内容をレポートにまとめさせて提出さ

せることは，数学的な事柄に対するプレゼンテーション能力を育成することにも繋がる。

この研究では高専 1年生を対象とするが，高専第 1学年の内容は大部分が高校における内

容であるので，この研究の成果は高校の数学教育にも還元できる内容である。

数学教育において答え方や解が一通りとは限らない問題は「オープンエンドな問題 4)」と

呼ばれているが，そのような問題に関する研究は主に小中学校におけるものが多く，高専の

ような高等教育機関における研究は少ない。数学上の試行錯誤にテクノロジー (数式処理電

卓)を活用させることは，数学教育の幅を大きく広げることにもなると思われるが，その活

用方法や教育上のノウハウに関しても不明のことが多い。

高専では，数学の必要性は明らかであり，学生も数学やテクノロジーには強い関心を持つ

学生が多い。数学においてこのような試行錯誤を伴う課題は，高専学生であれば十分に対応

できると思われる。特に，工学現象との関連において問題を考察させることができれば，学

生が感じている数学と工学との間の垣根を取り払うことにもなろう。



2.2 研究の方法
初年度は，参考文献を検討しながら問題の収集・作成を図ると同時に，幾つかの課題に対

しては授業での実践を行い，提出されるレポートの評価方法についての基礎データを収集す

る。具体的には，以下のようなスケジュールとする。

(1) 高専新入生に，5月の連休明けに数式処理電卓を貸与して，主要な使用方法を説明する。

(2) 試行錯誤が必要な課題を課しても，学生は数学の問題でそのような経験はほとんど無

い。まず，数学的な内容に関して自分の考えをレポートにまとめる訓練が必要である。

(3) そこで，最初は，単純な使用方法だけで考察可能な探究課題を課し，提出されたレポー

トをもとに，「自分の考えをどのように記述すべきか？」という，書き方に関する指導を

行う。たとえば，入学直後であっても，テクノロジーを利用することで (x + 1)nの展開

式の係数について考察させることが可能である。

(4) 提出されたレポートでは，他の学生の気づいた内容を整理して全員に紹介する。自分の

考えが紹介されることや，他の学生の考えを知ることは，次の課題が与えられたときの

探究心を刺激すると思われる。

(5) レポートを提出させる際には，その課題に対する興味・関心の度合や，考察にあたって

の難易度，テクノロジー利用の有無などの情報も収集し，内容の適切さを検討する際の

資料とする。

(6) 提出されるレポートは，その評価をどのような観点からどのように行うべきかを検討す

るため，レポートのまとめ方や数学としての内容などについて，さまざまな観点からの

情報を収集し，評価にあたっての観点項目を抽出したい。

2年目は，初年度に収集・開発した課題について，初年度の実践で得られた学生の反応や

その分析結果などをもとに，課題の内容，表現方法，その説明の仕方などに工夫を加え，同

様の実践を行う。特に，初年度の分析で考案されるであろう評価方法が適切かどうかを実際

のレポートで確認し，必要があればそれを修正する。そして，2年間の成果を報告書にまと

めたい。
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第3章 高専学生の行った試行錯誤

3.1 連分数の値

3.1.1 この課題の意図

1年生は，式の計算の箇所で繁分数の計算の仕方を学ぶ。その計算の仕方をなかなか修得

できない学生もいるので，そのような繁分数への関心を持ってもらうと同時に，複雑そうに

見えながらある程度の規則性を含む内容として，次の連分数の値を計算させた。平成 16年

度の 1年生の夏季休業の課題 (p.118)とし，複数の課題の中から選択できるようにした。

'

&

$

%

繁分数の値

次の繁分数の値を求めてみてください。そして，同様のことをもうちょっと続け

てください。そして，一般に，どのような値になるかを考えてください。たとえば，

3番目の値の場合は，「1/(1 + 1/(1 + 1/(1 + 1)))」となります。数ナビで確認する

ときは，括弧の対応関係に注意してください。

1
1 + 1

,
1

1 + 1
1 + 1

,
1

1 + 1
1 + 1

1 + 1

,
1

1 + 1
1 + 1

1 + 1
1 + 1

3.1.2 連分数の規則性に関する学生の発見

この課題は，32名の学生が選択した。この問題を考えるには，まず，できるだけ多くの

値を計算してみることが必要である。次のような値となる。

1
2

, 2
3

, 3
5

, 5
8

, 8
13

, 13
21

, 21
34

, 34
55

, 55
89

, 89
144

, 144
233

, 233
377

, · · ·

この値を見ながら，その規則性について考えることになるが，選択した学生のほぼ全員が

分子と分母の和が次の分数の分母であることに気づいた。また，分母が次の分数の分子に

なっていることも，多数の学生から指摘されてきた。しかし，他の性質については，それぞ

れ数名からの指摘に留まった。具体的には，以下のような指摘である。

• 最初の分数 1
2
が分かるだけで，他の分数を次々に求めることができる。

• 隣りあう 2つの分数の分子の和と，分母の和は，その次の分数の分子と分母になって

いる。したがって，最初の 2つの値が分かれば，次々と値を求めることができる。



• それぞれの分数の分母にある 1 + · · · の · · · の部分は，1つ前の分数の式と同じ式であ

る。したがって，たとえば 8
13
の次の分数は次のように求められる。

1

1 + 8
13

= 13
13 + 8

= 13
21

• 1以外の自然数で考えると，分子と分母の和が次の分数の分母になるということは成

立しない。実際，

(2にした場合) 4
5

, 5
7

, 14
19

, 19
26

, 52
71

, · · ·

(3にした場合) 6
7

, 7
9

, 27
34

, 34
43

, 129
163

, · · ·

• 1の代わりに自然数 aで考えると，最初の値は aがどんな値でも 1
2
である。

• 1以外の自然数 aで考えると，分母が次の分数の分子になることと，分母の a倍が次

の分数の分子になることが交互におきる。

• 1以外の自然数 aで考えると，前の分数の分母が次の分数の分子になっているとき，前

の分数の分母の a倍と分子の和が次の分数の分母になり，前の分母の a + 1倍と分子

の和は，2つ目の分数の分母になる。

• 数の大小を比較すると，奇数番目の値はその前後の値より小さく，偶数番目の値はそ
の前後の値より大きい。つまり，次のような状況になっている。

1
2

< 2
3

> 3
5

< 5
8

> 8
13

· · ·

• 1だけではなく，どこか 1箇所を 2にしても類似の規則性がある。

(注) この学生は，以下のタイプについて，同様のことを考えている。

2

1 +
1

1 + 1

,
1

2 +
1

1 + 1

,
1

1 +
1

1 + 2

平成 17年度の 1年生の指摘事項

平成 16年度は，最初の分数を 1
1 + 1

としてしまったので，平成 17年度の夏季休業の課

題 (p.140) では 1
1
から始まるようにした。

1
1

, 1
2

, 2
3

, 3
5

, 5
8

, 8
13

, 13
21

, 21
34

, 34
55

, 55
89

, 89
144

, 144
233

, 233
377

, · · ·

この値に関して，平成 16年度に指摘された事柄以外では，次のことが指摘されている。

• 前の値を xとすると，次の分数は
1

1 + x
である。

• B
A
の次の分数は

A

A + B
， B

A
の前の分数は

A−B

B
である。
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• n番目の分数を anと表すと，an =
1

1 + an−1
という関係にある。分母が次の分数の分

子になり，分数と分子の和が次の分数の分母になるは，an−1 = β
α
とおくと，

an =
1

1 + β
α

=
α

α + β
=

(an−1の分母)
(an−1の分子) + (an−1の分母)

となるからである。

• 最初の分数を b
a
とすると，その続きの分数は次のようになる。

b
a

,
a

a + b
,

a + b

2a + b
,

2a + b

3a + 2b
, · · ·

• 現れてくる数字の並び方 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, · · · は，フィボナッチ数列である。
• 先に行くにつれ，増加・減少の幅がどんどん狭まっていく。
このことを，値が増加・減少を繰り返すグラフを書いて確認した学生もいる。

• 1番目，2番目を，それぞれ a1, a2, · · · のように表すと，a1 > a2 < a3 > a4 < a5 >

a6 < · · · となっているが，偶数番目だけで考えると，a2 < a4 < a6 < · · · であり，
奇数番目だけで考えると，a1 > a3 > a5 > · · · である。a7 の値が分からなくとも，

a6 < a7 < a5という関係になる。

• 偶数番目は番号が若いほど小さく (つまり，増加)，奇数番目は番号が若いほど大きい

(つまり減少)している。

• ジグザグを繰り返しながら，一定の値になろうとしている。
先に行くにつれ，ある値 (0.618· · · )に近づいていく。たぶん，無理数だと思う。
増減を繰り返しながら，0.61～0.62の間で安定する。

• 詳しい値は，0.61803398874989である。

'

&

$

%
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• 隣りあう分数の分母の比は，その分数の逆数と一致する。
たとえば， 2

3
と 3

5
では， 5

3
= 1

3/5
である。

• 分数にしたとき，分母の数はどんどん大きくなる。
• 繁分数で表すとき，1の個数は 2個ずつ増えていく。

• 分数に直したとき，分子は奇数・奇数・偶数の順，分母は奇数・偶数・奇数の順に繰
り返されている。

3.1.3 教育効果・反省点

単純に 1だけから構成される分数であるが，フィボナッチ数列と関連する分数であること

もあり，非常に多くの指摘がなされてきた。分数に直せば誰でもすぐに気がつく部分を含ん

でいるため，学生にとっても取り組みやすかったと思われる。

また，文字式に直して考える者や，問題を自分で再設定して考える者など，この種の課題

の良さが現れている。平成 17年度の学生は，最後に次のような感想を記していた。この課

題の意図を見事に見抜かれたことになる。

この自由研究では，何より「気づく」ことが重要な役割をしていたことが分

かった。何かに気づくことによって何らかの規則性や証明ができるのであって，

そのことが重要な私たちの能力なのだということを思い知らされた。この自由

研究で得た，この「気づく」という能力を他のことでもっと伸ばしていきたいと

思う。そして，ここで分からなかったことを解明した。

平成 17年度は小数に直している学生が多いが，それは解説の中で「その分数の値はどのよ

うな値に近づいていくのかなどを考えてください。」として，小数の値も調べてみるよう誘

導したためと思われる。ただし，小数に直していながら，「だんだん 0に近づいていく」「0.6

に近づく」「1に近づいていく」とする学生も少なからずおり，これらの学生は数値の大小

に対する感覚が十分ではないように感じられる。

また，数ナビは浮動小数点で 12桁までしか表示できない。標準では 6桁の数しか表示し

ないので，「最終的には 0.618034に近づいていく」とか「15番目以降の数値は変わらない」

とする学生もいた。電卓としての機能の説明も必要であったと反省された。

3.2 二項定理

3.2.1 この課題の意図

1年の「数と式の計算」では 2乗や 3乗の展開公式を学ぶので，その延長で二項定理を考

えさせることができる。組み合わせの記号は学習していないが，この二項定理の中には多く

の規則性が含まれており，数式処理機能を利用して展開された式を書き写すだけで誰でも何

らかの気づきが得られ，低学年に対してはきわめて適切な題材と思われる。福井高専 3)な

ど，すでに多数の学校で実践されている題材である。以下は，平成 17年度の 1年生に提示

した内容である。
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(x + 1)nの展開

数ナビを利用すると，具体的な自然数nについて (x+1)nの展開式を表示させるこ

とができる。たとえば，(x+1)4であれば，基本画面 (
¤
£

¡
¢HOME を押して現れる画面)

で
¤
£

¡
¢F2 3:expandを押し，入力行 (一番下の行のこと)で expand((x+1)4)

¤
£

¡
¢ENTER

とすればよい。括弧が 2つ必要なので注意すること。

この機能を利用して，できるだけ多くの nについて (x + 1)nの展開式がどうなる

かを調べてください。そして，展開式の係数の現れ方に，何かの規則性がないかど

うかを考えてください。展開式をそのまま書かないで，係数だけを書き出した方が

規則性を見抜きやすいです。この中には，沢山の規則性が含まれています。2つ 3

つ見つけただけで安心しないで，できるだけ多くの規則性を発見してください。そ

して，可能なら，なぜそうなるのか，その理由を考えてください。

3.2.2 二項定理に関する学生の発見

二項定理のついて考察するには，最初にできるだけ多くの nについて，その展開式を書き

出すことが必要である。その作業を促すために，平成 16年度の課題提示では「(x + 1)nの

展開を，できるだけ多くの自然数 nについて行い，その結果を書き写してください。」と明

記している。

(x + 1)1 = x + 1
(x + 1)2 = x2 + 2x + 1
(x + 1)3 = x3 + 3x2 + 3x + 1
(x + 1)4 = x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1
(x + 1)5 = x5 + 5x4 + 10x3 + 10x2 + 5x + 1
(x + 1)6 = x6 + 6x5 + 15x4 + 20x3 + 15x2 + 6x + 1
(x + 1)7 = x7 + 7x6 + 21x5 + 35x4 + 35x3 + 21x2 + 7x + 1
(x + 1)8 = x8 + 8x7 + 28x6 + 56x5 + 70x4 + 56x3 + 28x2 + 8x + 1
(x + 1)9 = x9 + 9x8 + 36x7 + 84x6 + 126x5 + 126x4 + 84x3 + 36x2 + 9x + 1

学生は，このような式を多数書き出して係数の間の規則性を考察した。係数だけを三角形

状に書き出せば規則性の発見が容易と思われたが，平成 16年度の学生には，そのようなヒ

ントは与えなかった。平成 16年度は，夏季休業の課題 (p.119)とし複数題から選択する形と

したが，半数以上の学生 (72名)がこの課題を選択した。平成 17年度は，授業中にある程度

の考察を行わさせ (p.137)，1週間後に提出させた。多くの学生が，「最大次数の項は n次で

ある」「最後の係数は 1である」「次数が 1つずつ小さくなる」「係数は左右対称である」「n

が奇数のときは中央に同じ係数がある」「xn−1と xの係数はいずれも nである」ことに気づ

いた。以下は，学生から指摘された事項を，2年度分まとめたものである。多くの指摘なさ

れていることが分かる。
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(1) 項の個数について

• nが偶数のときの項の数は奇数，nが奇数のときの項の数は偶数である。

• nが 1つ増えると，展開式の項の数も 1つ増える。

• xを含む項の数は n個である。

•展開式の項の数は n + 1個である。

(2) 最大の係数について

• nが奇数のときは最大の係数が 2つあり，偶数のときは 1つである。

•係数が最大になるのは，次数が n
2
のときである。 n

2
が小数のときは，その前後の

整数のときである。たとえば，n = 6のときは x3の項の係数が最大であり，n = 5

のときは 5
2

= 2.5の前後の x2, x3の項の係数が最大になる。

• nが偶数のときは次数が n
2

+ 1のときの係数が最大になる。nが奇数のときは次

数が n
2

, n
2

+ 1 (小数点以下切り上げ)のときの係数が最大になる。

• nが偶数のときは，中心の項の係数が最大になる。

• nが奇数 2k + 1のとき，係数が最大になるのは次数が n− kのときである。

• nが素数のとき，係数の最大値は 2つある。

• nが偶数のとき，中央の係数は偶数である。

•指数が奇数のとき，1番大きい係数を 2倍すると，次の展開式の係数の最大の数に

なる。

•指数が偶数のとき，1番大きい係数と 2番目に大きい数を足すと，次の展開式の係

数の最大の数になる。

(3) 係数の対称性について

•降べきの順に展開しても昇べきの順に展開しても係数の並び方は同じである。
•次数が奇数のとき，(n + 1)/2個ずつに分けると，左右の数が対称に並んでいる。

(4) 係数の値について

•両端の隣りの係数は指数と同じ数がくる。2番目の係数は，指数 nと同じである。

•左から 3番目の係数 1, 3, 6, 10, 15, · · · は，それぞれ 2, 3, 4, 5, · · · ずつ増加している。
• (x + 1)n+1の左から 3番目の係数は，(x + 1)nの左から 3番目の係数に指数 nを

加えたものである。

•左から 3番目の係数は，1から n− 1までを足した数である。たとえば，n = 5の

とき 3番目の係数 10は，1 + 2 + 3 + 4 = 10である。

•左から 3番目と右から 3番目の係数を足して nで割ると，n− 1になる。

• nが奇数 2k + 1のとき，左と右から 3番目の係数は，n = 2k + 1に kを掛けた数

である。

•左から 4番目の係数 1, 3, 6, 10, 15, · · · は，それぞれ 2, 3, 4, 5, · · · ずつ増加している。
• n = 2kのとき，左から 2番目の係数を k − 1倍して kを加えると 3番目の係数に

なる。n = 2k + 1のときは，左から 2番目の係数を k倍すると 3番目の係数にな
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る。たとえば，n = 6 = 2× 3のときは，6× (3− 1) + 3 = 12 + 3 = 15が 3番目

の係数であり，n = 7 = 2× 3のときは，7× 3 = 21が 3番目の係数である。

•左から 3番目の項 (xn−2)の係数は 1
2

n(n− 1)である。

•左から 3番目の項の係数は，左から 2番目の項の係数を 1
2

(n − 1)倍したもので

ある。

• (x + 1)nの展開式の x2の係数は，(x + 1)n−1の展開式の x2の係数に n− 1を足し

たものである。

• (x + 1)nの展開式に含まれる xの数 (展開式の xkの指数 kの和)は，(x + 1)n−1の

展開式の xの数と nの和である。

•上述の和は，(x + 1)nの x2の係数になっている。

• (x + 1)nの左から 3番目の項の係数は，(x + 1)n−1の左から 3番目の項の係数に

n− 1を加えたものである。

•前の展開式の隣り合う項 (xk と xk−1)の係数の和は，次の展開式の xk の係数で

ある。

•前の展開式の左から k番目の項の係数と，次の展開式の左から k番目の項の係数

との差は，前の展開式の左から k − 1番目の項の係数である。

• xmを左半分の項とすると，その係数は xm+1の係数を 1
n−m

倍してm + 1をか

けたものである。

•左から数えて k番目の項の係数と指数をかけて kで割ると，次の項の係数になる。

たとえば，(x + 1)4の展開式の 2番目の項 4x3では 4× 3÷ 2 = 6が 3番目の項の

係数である。
[注] この学生は，最初の係数が 1であることを自明とすると，二項定理の係数
の現れ方を完全に把握したことになる。実際，(x + 1)n の展開式の最初の項は
1 · xn であるので，

2番目の xn−1 の係数は 1× n÷ 1 = n

3番目の xn−2 の係数は n× (n− 1)÷ 2 = 1
2

n(n− 1)

4番目の xn−3 の係数は 1
2

n(n− 1)× (n− 2)÷ 3 = 1
2 · 3 n(n− 1)(n− 2)

などとなる。

(5)係数の和

•係数の和は，nを 1つ増やすごとに 2倍になる。係数の和を 2倍した値は，次の式

の係数の和である。

•係数の和は偶数である。係数の和は 2の倍数である。

• n >= 2のとき，係数の和は 4の倍数である。

• (x + 1)nの係数の和は 2nである。

•斜めに係数を加えると，右下の係数がその和になる。たとえば，1 + 3 + 6 = 10,

1 + 4 + 10 = 15であり，10, 15はいずれも右下にある。
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(6) その他

•中央にいくほど，係数は大きくなる。係数は中央に行くほど大きくなり，中央か
ら離れるほど小くなる。

• nが 1,2のとき，3,4のとき，5,6のときというように，nが 2つ増えるごとに同じ

係数の組の数が増えていく。

•両端の 1以外の係数は，nを素因数分解したときの素因数のどれかで割り切るこ

とができる。

• n = 4までは，係数を繋げてできる数は 11nである。たとえば，112 = 121, 113 =

1331である。

•数ナビは，(x + 1)128まで計算できる。

3.2.3 教育効果・反省点

このような単純な展開式の係数の中に多くの規則性があることには，多くの学生が驚いた

ようである。規則性を見つけることができて「楽しかった」「おもしろかった」という学生

がいる反面，単純な展開式を多数書き写す作業が「面倒だった」「嫌になってきた」という

学生もいた。

平成 17年度は，規則性に気づきやすいようプリントに最初から nが 1から 3までの場合

の係数を三角形状に書いて配布したが，その配慮に気づかずに考察を進めた学生も少なくな

い。また，あまり三角形状にこだわりすぎると，左端を揃えた場合の別な規則性に気づかな

くなるので，書き出し方も含めて全てを学生に任せた方がよいかもしれない。

1年の前半で課した課題ということもあり単純な部分の指摘が多いが，中には二項係数の

現れ方を完全に把握した学生も現れた。二項係数の性質としては「パスカルの三角形」以外

にも，11nの値，フラクタル図形，フィボナッチ数列，そして
1

(1− x)n
のべき級数展開の係

数など，多様な性質が含まれている 15)。

いずれにしろ，「式の展開」という単純なことの中にも多数の数学的性質が含まれている

ことを実感させるには最適の教材と思われる。

3.3 xn − 1の因数分解

3.3.1 この課題の意図

1年の「数と式の計算」では，x2− 1や x3− 1の因数分解の公式を学ぶ。数式処理の因数

分解の機能を利用すれば，その延長で xn − 1の因数分解を考えさせることができる。多数

の自然数 nについて xn − 1が因数分解された式を書き写すだけで，誰でも何らかの気づき

が得られるので，低学年には適した題材と思われる。以下は，平成 17年度の 1年生に提示

した内容である。なお，清風高校の公庄は，TI–89と同様の数式処理機能をもつグラフ電卓

TI–92を高校生に貸与したときの，高校生の発見を報告している 1)。関西の有名進学校の生

徒ということもあり，下記の内容を上回る発見がなされている。
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xn − 1の因数分解

数ナビを利用すると，具体的な自然数 nについて xn − 1を因数分解させること

ができる。たとえば，x4 − 1であれば，基本画面 (
¤
£

¡
¢HOME を押して現れる画面)

で
¤
£

¡
¢F2 2:factor を押し，入力行 (一番下の行のこと)で factor(x4− 1)

¤
£

¡
¢ENTER と

すればよい。

この機能を利用して，できるだけ多くの nについて xn − 1の因数分解がどのよ

うな式になるかを調べてください。そして，指数 nと因数分解された式との間に，

何かの規則性がないかを考えてください。この中には，沢山の規則性が含まれてい

ます。2つ 3つ見つけただけで安心しないで，できるだけ多くの規則性を発見して

ください。そして，可能なら，なぜそうなるのか，その理由を考えてください。

3.3.2 xn − 1の因数分解に関する学生の発見

この課題を考察するには，最初にできるだけ多くの nについて，xn − 1が因数分解され

た式を書き出すことが必要である。

x1 − 1 = x− 1
x2 − 1 = (x− 1)(x + 1)
x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x + 1)
x4 − 1 = (x− 1)(x + 1)(x2 + 1)
x5 − 1 = (x− 1)(x4 + x3 + x2 + x + 1)
x6 − 1 = (x− 1)(x + 1)(x2 − x + 1)(x2 + x + 1)
x7 − 1 = (x− 1)(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1)
x8 − 1 = (x− 1)(x + 1)(x2 + 1)(x4 + 1)
x9 − 1 = (x− 1)(x2 + x + 1)(x6 + x3 + 1)

x10 − 1 = (x− 1)(x + 1)(x4 + x3 + x2 + x + 1)(x4 − x3 + x2 − x + 1)
x11 − 1 = (x− 1)(x10 + x9 + x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1)
x12 − 1 = (x− 1)(x + 1)(x2 + 1)(x2 + x + 1)(x2 − x + 1)(x4 − x2 + 1)

これを見ながら，指数 nと右辺の式の形との関連性について考えることになる。「x− 1が

含まれる」「nが偶数のときは (x− 1)(x + 1)が含まれる」というようなことについては，ほ

ぼ全員が気がついた。他にも，以下のことが指摘されている。平成 16・17年度の高専 1年

生からの指摘である。

(1)指数が奇数・偶数のとき

• nが偶数のとき，(x + 1)(x− 1)以外の因数の最高次数は偶数である。

• nが偶数 n = 2mで，mが奇数のとき，xn − 1の因数分解した式は，xm − 1を因

数分解した式を含む。

• nが偶数のとき，(x−1)(x+1)以外の式を展開すると，xn−2 +xn−4 + · · ·+x2 +1

になる。この式に xを含む項は n/2− 1個ある。

• nが奇数のとき，x− 1以外の式を展開した式の係数は 1である。

• nが奇数 2k + 1のとき，因数分解された式の真ん中に xkの項がある。

• nが奇数のとき，x2n − 1の因数分解の式には，xn − 1の因数分解に現れた式で係
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数が−1ののものが含まれる。たとえば，x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x + 1)に対して，

x6 − 1 = (x− 1)(x + 1)(x2 + x + 1)(x2 − x + 1)である。

(2) 指数がある数の倍数のとき

• nが 3の倍数のときは，x2 + x + 1が必ず含まれる。

• x3n − 1 = (xn − 1)(x2n + xn + 1)である。

• nが 4の倍数のときは，(x− 1)(x + 1)(x2 + 1)が必ず含まれる。

• nが 5の倍数のときは，(x− 1)(x4 + x3 + x2 + x + 1)が含まれる。

• nが 6の倍数のときは，x2 − x + 1が必ずある。

• nが 7の倍数のときは，x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1が必ずある。

• nが 8の倍数のときは，x4 + 1が必ずある。

• nが 9の倍数のときは，(x− 1)(x2 + x + 1)(x6 + x3 + 1)が必ずある。

• nが 10の倍数のときは，(x−1)(x+1)(x4 +x3 +x2 +x+1)(x4−x3 +x2−x+1)

が必ずある。

•指数が nmの形の式は，xm − 1を因数にもつ。

(3) 素数に関連するとき

• nが素数のときは，(x− 1)(xn−1 + xn−2 + · · ·+ x + 1)である。

• pを素数として n = 2pのときは，

x2p− 1 = (x− 1)(x+1)(xp−1 +xp−2 + · · ·+x+1)(xp−1−xp−2 + · · ·+x− 1)

という形である。

(4) 指数がべき乗のとき

•指数が 2nのときは，x2n − 1 = (x− 1)(x + 1)(x2 + 1)(x4 + 1) · · · となり，下線部
は n− 1個の積である。

• nが 2のべき乗のときは x
n
2 + 1が含まれる。

たとえば，x8 − 1 = (x− 1)(x + 1)(x2 + 1)(x4 + 1)である。

• x2n − 1の因数分解の式で，因数の数は n + 1個である。

•指数が 3nのときは，x3n − 1 = (x− 1)(x2 + x + 1)(x6 + x3 + 1)(x18 + x9 + 1) · · ·
の形である。

(5) その他

•因数分解した式の x− 1以外の項をまとめると xn−1 + xn−2 + · · ·+ x + 1になる。

• nの約数の数と，因数分解された式の因数の数とは一致する。

• n = 3のときから 5つの式を挟んだ次の式には x2 + x + 1が含まれる

•因数分解された式の最高次数の和は nである。

•因数分解した全ての項の最後の数は 1である。
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3.3.3 教育効果・反省点

xn − 1の因数分解は，二項定理のときのような左右対称性がないので，一つ一つの式の

特徴をじっくりと調べていくことが求められる。学生の感想を見ても，二項定理と比べて

xn − 1の因数分解の式の特徴は掴みにくかったようである。その分，「自分の見つけたこと

以外にどのような規則性があるのかを早く知りたい」という強い思いを感想に書いている学

生も多い。複素数を学んでいる場合は，zn = 1の解の図形的な意味と関連させることもで

きるだろう。

しかし，多くの指摘がなされる一方，誤った指摘も幾つかなされてきた。いずれも，その

指摘が自分の書き出した以外の式について成立するかどうかの検証が不足しいるためと思わ

れる。

誤った指摘

• 因数分解できたときの式の係数は±1だけである。 (反例がある 1))

• nが奇数のときは (x− 1)(x2 + x + 1)が含まれる。 (n = 5のとき含まれない)

• nが偶数のときは x2n − 1 = (x− 1)(x + 1)(x2 + 1) · · · (xn
2 + 1)である。

(n = 6のとき異なる式になる)

• nが 8の倍数のときは，x2 + 1, x4 + 1, x6 + 1, · · · のような因数の積になる。
(n = 24のときは異なる式になる)

• nが偶数のとき，同じタイプで係数の符号の違う式が含まれる。

(n = 8のときはそうではない)

• グラフで表すと，y軸と平行な直線になる。

3.4 xn + aの因数分解

3.4.1 この課題の意図

「数と式」の箇所では，x3 + a3の因数分解や，工夫すれば x4 + 4も因数分解できること

を学ぶ。数式処理機能を利用すると，この延長として xn + aが因数分解できるための自然

数 n, aの条件について考察させることができる。以下は，平成 16年度の 1年の冬季休業の

課題 (p.129) として出したものである。これは，清風高校の公庄が行った x4 + nの因数分解

についての教材 19)を一般化させたものである。
'
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xn + aの因数分解

x4 + 4は，一見すると因数分解できないように見えますが，

x4 + 4 = (x2 + 2)2 − (2x)2 = (x2 + 2x + 2)(x2 − 2x + 2)

と因数分解できます。一般に，xn + aが因数分解できるのは，指数 nや定数項 aが

どのようなときでしょうか。指数 nや定数項 aは自然数とし，因数分解された式の

係数は整数とするとき，xn + aが因数分解できるための n, aの条件について考え

てみてください。
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3.4.2 学生の発見

冬季休業中の自由研究は 3題の中から 1題選択させたが，この因数分解の課題は 41名が

選択した。この課題を考察するには，まず，いろいろな n, aについて xn + aの因数分解を

幾つか書き出してみることが必要である。それらを眺めていると，容易に何らかの規則性に

気づくと思われる。x4 + 4の因数分解の変形過程を記したのは，式変形を自分で考える際の

ヒントにもなっている。

(1) xn + 1について

• nが素数のときは，xn + 1 = (x + 1)(xn−1 − xn−2 + xn−3 − · · · ) とプラスとマイ
ナスが交互に現れる。

• x2n
+ 1は因数分解できない。xn + 1は，n \= 2kのとき因数分解できる。

• nが偶数で 2kのタイプではないとき，nの約数の最大の偶数をmとすると，

xn + 1 = (xm + 1)(xn−m − xn−2m + xn−3m − · · · − xm + 1)であり，

nが奇数のときは xn + 1 = (x + 1)(xn−1 − xn−2 + xn−3 − · · · − x + 1)である。

• n = 2, 6, 10, · · · のときの因数には，x2 + 1がある。

• x3n
+ 1の因数分解の式には，x2·3n−1 − x3n−1+1が含まれる。

(2) xn + 4について

• xn + 4は，nが 4の倍数のときに因数分解できる。

• xn + 4が因数分解できるときは，3つの式からなる 2つの因数に分解される。

• nが 4の倍数のとき，xn + 4は xn + 4 = (x
n
2 + 2x

n
2 + 2)(x

n
2 − 2x

n
2 + 2) と因数分

解できる。

• n = 22k+4 (k > 0)のとき，xn + 4は因数分解できる。

• x4n + 4が因数分解されることの証明は次のとおり。

x4n + 4 = (x2n)2 + 4 = (x2n)2 + 4x2n + 4− 4x2n

= (x2n + 2)2 − (2xn)2 = (x2n + 2xn + 2)(x2n − 2xn + 2)

(3) xn + 8について

• xn + 8は nが 3の倍数のとき因数分解できる。

x3n + 8 = (xn)3 + 23 = (xn + 2)(x2n − 2xn + 4)である。

nが 3の倍数のとき，xn + 8は xn + 8 = (x
n
3 + 2)(x

2n
3 − 2x

n
3 + 4) と因数分解で

きる。

• x3 + aは，a = b3のタイプのときに因数分解できる。

x3n +a3は，x3n +a3 = (xn)3 +a3 = (xn +a)(x2n−axn +a2) と因数分解できる。
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(4) xn + anについて

• xn + 2nは，nが 2の累乗の数 (2k)のときは因数分解できない。

• xn + 3nは，n = 2kのタイプのときは因数分解できない。

• xn + anが因数分解できれば，因数分解された式は aの値によらず同じ形である。

? たとえば，x6 + a6 = (x2)3 + (a2)3 = (x2 + a2)(x4 − a2x2 + a4)

• xn+nnでnが素数の場合は，xn+nn = (x+n)(xn−1−nxn−2+n2xn−3−· · ·+nn−1)

の形に因数分解される。

• xn + 32は nが 5の倍数のとき，xn + 64は nが 3の倍数のとき，xn + 128は nが

7の倍数のとき因数分解できる。

(5)その他

• xn + aは，n = 1, 2のときは因数分解できない。

• x2 + aは因数分解できない。

• xn + 2, xn + 3は因数分解できない。

• x3 + a3は因数分解できる。

• x4 + 42k+1 = (x2 + 2k+1x + 22k+1)(x2 − 2k+1x + 22k+1)である。

• x4 + aが因数分解される aは，a = 4, 64, 1024, 16384, · · · であり，前の値を 16倍

した値のときである。

• x5 + a5は，(x + a)(x4 − ax3 + a2x2 − ax3 + a4)と因数分解される。

• x5 + 55kは因数分解できる。x5 + 32nは因数分解できる。

• x6 + a3は，x3 + a3のときの因数分解と同じタイプに因数分解される。

• x6 + 63kは因数分解できる。x6 + a3 = (x2 + a)(x4 − ax2 + a2)である。

• x3n + a3は因数分解できる。

• x7 + a7 = (x + a)(x6 − ax5 + a2x4 − a3x3 + a2x4 − ax5 + a6)

• x8 + 42k−1は因数分解できる。

• x9 + a3, x9 + a9は因数分解できる。

• xn + nは，n = 42k−1のとき因数分解できる。

• xn + aは，nが 4の倍数で，a = 4 · 16kのタイプのとき因数分解できる。
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• xn + aが 1次式との 2つの積に因数分解できるとき，1次式でない方の式の項の

数は n個である。

•下記より，xn + aは nが 4の倍数で 4
√

4aが整数になるときに因数分解できる。

xn + a =
(
xn + 2

√
a
√

xn + a
)
− 2

√
a
√

xn =
(√

xn +
√

a
)2
−

(√
2
√

a
√

xn

)2

=
(√

xn +
√

a +
√

2
√

a
√

xn

)(√
xn +

√
a−

√
2
√

a
√

xn

)

=
(√

xn +
√

a + 4
√

4a 4
√

xn
)(√

xn +
√

a− 4
√

4a 4
√

xn
)

•下記により，xn + aは
√

aと (2
√

a)
1
2 が整数になるときに因数分解できる。

xn + a =
(
xn + 2

√
ax

n
2 + a

)
− 2

√
ax

n
2 =

(
x

n
2 +

√
a
)2
−

(√
2
√

ax
n
2

)2

=
(

x
n
2 +

√
a +

√
2
√

ax
n
2

)(
x

n
2 +

√
a−

√
2
√

ax
n
2

)

?
√

x
n
2 = x

n
4 のルートがはずれる必要があるので，「nが 4の倍数である」という条件も必要

である。

3.4.3 教育効果・反省点

この因数分解に関しても，これまでと同様に多様な発見がなされてきた。その多様性は，

xn − 1の因数分解は指数 nを変えるだけであるが，xn + aの因数分解では，指数 nと定数

項 aとを変えながら考察することが必要なためではないかと思われる。学生のレポートを見

ると，できるだけ一般性のある表現で記述しようとしているほか，式による証明を加えてき

た学生も少くない。すでに，2回の自由研究の経験を経て，その書き方等について慣れてき

たためと思いたい。

しかし，これまでと同様，自分の見つけた性質が一般性のあるものかどうかの検証にかけ

る指摘も見られた。これらの誤りについては，反例等を示しながら学生に解説した (p.130)。

誤った指摘

• xn + aは，a = 1, 4, 8のときしか因数分解できない。

• 因数分解した式の係数に奇数はない。
• xn + aは，aが奇数のときは因数分解できない。

• x2n + 1は因数分解できる。

• nが 4の倍数のとき，xn + 1は次のいずれかに因数分解される。

(x2 + 1)(xn−2 − xn−4 + · · ·+ 1), (x4 + 1)(xn−4 − xn−8 + · · ·+ 1)

• x4n + aが因数分解できるのは a = 4のときだけである。

• xn + anは因数分解できる。

• 2つにすると，(x + b)(· · · ), (x2 + b2)(· · · )の形になる。
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3.5 三平方の定理

3.5.1 この課題の意図

三平方の定理は，中学校 3年生で学ぶ内容である。直角三角形の 3辺の間に a2 + b2 = c2

という関係があることを学生はよく知っている。しかし，このような関係をみたす a, b, cの

具体的な値については，32 + 42 = 52, 52 + 122 = 132のときや，3辺の比が 1 : 1 :
√

2と

2 : 1 :
√

3のときくらいしか知らない場合が多い。

そこで，平成 16年度の 1年生の冬季休業の課題の中で，三平方の定理をみたす自然数 a, b, c

について考察させた。学生に提示した内容は，以下のような内容である。
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三平方の定理

三平方の定理を成立させる簡単な自然数として，32 + 42 = 52や 52 + 122 = 132

が良く知られています。このような自然数は，他にどのようなものがあるでしょう

か。3, 4, 5のように，連続する 3つの自然数で三平方の定理を満たすものは他に

あるでしょうか。5, 12, 13のように，3つのうち 2つが連続するような数で三平

方の定理を満たすものは，他にあるでしょうか。つまり，a2 + b2 = c2が成立する

ような自然数 a, b, cをできるだけたくさん見つけてください。そのような自然数

では，a2 = c2 − b2も成立しています。そして，そのような自然数 a, b, cは，ど

のような仕組で作り出されているのか，それを作り出す仕組について考えてみてく

ださい。数ナビの操作ばかりではなく，ある程度の手計算も交えながら考えてみく

ださい。

この課題は，冬季休業中の自由研究 (p.129)として複数題の中から選択させた。167名中

94名がこの課題を選択した。学生の発見した内容は，外部発表論文「試行錯誤で三平方の

定理を考える」(p.87)で詳述したが，ここではその中から幾つかの結果を紹介する。

3.5.2 三平方の定理に関する学生の発見

• A2 + x2 = (x + 1)2を満たす xについて，xの 1の位の数は 0,2,4のときに限られる。

• a2 + b2 = c2で b, cが連続する数のとき，aは奇数である。32 + 42 = 52を既知とする

とき，次の式は 52 + b2 = c2のタイプであるが，この bは (52 − 32)÷ 2 = 8を 4に加

えた値である。以下，同様のことを繰り返せばよい。

• a2 + b2 = c2において b, cが連続する場合は，次のようになっている。

32 + (4× 1)2 = {(4× 1) + 1}2 (4 = 3 + 1)

52 + (6× 2)2 = {(6× 2) + 1}2 (6 = 5 + 1)

72 + (8× 3)2 = {(8× 3) + 1}2 (8 = 7 + 1)
...

つまり， aは必ず奇数 (a >= 3)で，bは aを 2で何回割れたかという回数を a + 1に掛

けた数である。
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• b, cが連続するとき，32 + 42 = 52から数えて k段目の式の bは，b = ak + kである。

たとえば a = 9は 4段目なので b = 9× 4 + 4 = 40である。

• a2 + b2 = (b + 1)2 に対して，その次の式を (a + 2)2 + B2 = (B + 1)2 とすると，

B = ((a + 2)2 − a2)/2である。

• b, cが連続するとき，次のことが成立する。(2n + 1)2 + (4(n + (n− 1) + · · ·+ 1))2 =

(4(n + (n− 1) + · · ·+ 1) + 1)2。

• b, cが連続するとき，そのような a, b, cは，60の倍数になっている。

• b, cが連続する a, b, cの和 a + b + cの第 2階差は 8になり一定である。

• a, bが連続する場合として

32 + 42 = 52

202 + 212 = 292

1192 + 1202 = 1692

6962 + 6972 = 9852

40592 + 40602 = 57412

である。n段目の式を a2
n + b2

n = c2
nとすると，

an = 6× an−1 − (an−2 − 2), cn = 6× cn−1 − cn−2

という関係がある。

• 32 + 42 = 52であることから，3332 + 4442 = 5552や 33332 + 44442 = 55552も成立
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する。さらに，

33332 = 55552 − 44442 = (5555 + 4444)(5555− 4444) = 9999 · 1111

44442 = 55552 − 33332 = (5555 + 3333)(5555− 3333) = 8888 · 2222

であり，右辺の 2数の和は，いずれも 11110となって一致する。

• 3a = b+cのとき，a : b : c = 3 : 4 : 5である。さらに，3a = b+c, 4a = b+c, 5a = b+c

となるものが存在するので，na = b + cとなるものが存在するはずである。

• a, b, cの中には，一定量ずつ増えているものがある。たとえば，62 +82 = 102は 2ずつ

増えている。12ずつ増えるのは，a2 + (a + 12)2 = (a + 24)2を解いて a = 36である。

3.5.3 教育効果・反省点

この課題の考察には，数ナビを特に必要としない。実際，数ナビを使用しないで考察した

学生もいた。通常の四則計算と根号機能のある電卓があれば十分と思われるが，いろいろな

試行錯誤をするには，数ナビの履歴機能が役にたったと思われる。

いずれにしろ，既知の定理である「三平方の定理」を調べてみて，実に多様な性質がある

ことに感動した学生が多い。

3.6 3次関数のグラフ

3.6.1 この課題の意図

1年生は，2次関数 y = ax2 + bx + cのグラフを前期に学んでいるが，3次以上の整関数は

y = axnのグラフに触れる程度である。一般の整関数のグラフを描くには微分法によらなけ

ればならないが，グラフ電卓を利用すれば，試行錯誤を通してグラフの特徴をある程度把握

させることができる。一般の整関数のグラフが 1年で必要になることはないが，そのグラフ

の形状を知っていることは，高次不等式の解法の際に役立つと思われる。そこで，平成 16

年度の 1年生に対して，秋季課題として 3次関数のグラフの形状と係数 a, b, cとの間の関係

について考察させた (p.124)。
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[課題] 3次関数 y = x3 + ax2 + bx + cのグラフ

3次関数 y = x3 + ax2 + bx+ cのグラフは，係数 a, b, cがどのようなときに，ど

のようなグラフになるかを調べよ。

y = x3 + ax2 + bx + cを考えるとき，3つの係数 a, b, cを同時に変化させるの

も大変なので，y = x3 + ax2, y = x3 + bx, y = x3 + cなどについて調べて，少

しずつ係数の数を増やしながら考察することもできる。係数 a, b, cは，グラフのど

のような変化と関連しているのか。軸との共有点はどのようなときか。共有点の数

は，a, b, cの値のあり方によりどのように変わるか。グラフの山や谷の頂点の座標

を a, b, cの式で表せないか。放物線では y = ax2を平行移動するだけであった。3

次関数について同様のことを考えることはできるか。グラフの対称性について何か
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特徴はないか，などなど，いろいろグラフを表示させる中で，各自の関心を持った

部分について考察せよ。 まとめ方としては，各自がどのような問題意識をもった

か。それに対して，数ナビにどのようなグラフを表示させ，それを見て何を思い，

どのようなことを予想し，その予想をどのようにして確かめたか。というような，

各自の思考の経過をまとめればよい。なお，a, b, cは整数とは限らない。

課題提示：10月 28日，提出〆切：11月 19日

考えやすいよう，y = x3 + ax2や y = x3 + bxなどから調べていけばよいことに触れ，ど

んな学生でも何かに気づくことができるように配慮した。3次関数のグラフをいろいろ表示

させてみることにより，各係数の意味を感覚的につかんでほしい，ということを意図した課

題である。

3.6.2 3次関数のグラフに関する学生の発見

学生から指摘された事項については，平成 15年度の結果と併せて外部発表論文「3次関数

の性質に関する高専 1年生の自由研究」(p.73) で詳述したので，ここでは概略のみ述べる。

なお，学生の指摘してきた全事項は，学生向け配布資料 (p.125)にある。

(1) y = x3 + ax2のグラフ

変化させるのが aだけであるので，グラフがどのように変化するかはすぐに気がつい

たと思われる。ただし，a > 0の場合しか試さない学生も多かった。

a = 1, 2, 3 a = −1,−2,−3

aの値を変化させると山や谷の部分が大きくなることや，原点と (−a, 0)が x軸との

共有点であることには多くの学生が気づいた。曲線の揺れの幅が「広くなる・狭くなる」

という形でも表現されている。a > 0のときの山の頂点の座標は
(
− 2

3
a, 4

27
a3

)
である

ことを見抜いた学生もいる。

グラフの対称性についても指摘があり，「y = x3 + ax2は偶関数でも奇関数でもない

ので，対称性はない」ことや，「y = x3 + ax2と y = x3 − ax2とは原点に関して対称で

ある」「y = −x3 + ax2と y = x3 + ax2とは y軸に関して対称である」ことが指摘され

ている。グラフの対称の中心点の x座標は，aが増えるにつれ減少するとの指摘もあっ

た。また，「y = x3 + ax2のグラフを平行移動すると y = x3 − ax2になる」という形の

指摘もあった。
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(2) y = x3 + bxのグラフ

bを正の方に変化させるとグラフは y軸に近づき，bを負の方に変化させると山や谷

の部分が大きくなることや，グラフが原点に関して対称であることには多くの学生が気

がついた。y = −x3 + bxのグラフは y = x3 − bxのグラフと y軸に関して対称である

との指摘もある。

b = 1, 2, 3 b = −1,−2,−3

x軸との共有点についても正しく指摘され，b > 0のときは 1個，b < 0のときは 3

個，そして b = 0のときの共有点は原点だけであることが指摘されている。共有点の

x座標は，b < 0のときは 0, ± √−bである。また，b > 0のとき，bを 1ずつ増すと

y = x3 + bxの値は x座標の分だけ減り b < 0のときに bを 1ずつ減らすと x座標の分

だけ増えるとの指摘もある。

(3) y = x3 + cのグラフ

このグラフは y軸方向に cだけ平行移動しているだけである。多くの学生がそのこと

に気づいた。y軸との共有点が (0, c)であり，x軸との共有点は ( 3
√−c, 0)であることも

指摘されている。

(4) y = x3 + ax2 + bxのグラフ

今度は，a, bの 2つの値をいろいろと変えながらグラフの変化を眺めなければならな

い。やみくもに a, bの値を変えるのではなく，いずれか一方を固定して考えればグラフ

の特徴が見えてくる。

a = 1, 2, 3, b = 1 a = −1,−2,−3, b = 1

この関数の場合は，2次方程式 x2 + ax + b = 0の判別式との関連性に気づくことを

期待したものである。共有点の個数は 1～3個で必ず原点を通ること，それ以外の共有

点を持つのは a2− 4b >= 0のときであり，共有点の x座標は x =
−a±√a2 − 4b

2
である

ことが正しく指摘された。
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a = 1, b = 1, 2, 3 a = 1, b = −1,−2,−3

グラフの対称性に関しては，y = x3 + ax2 + bxと y = x3 − ax2 + bxのグラフは，原

点に関して対称であること，y = x3 + ax2 + bxが点 (p, q)を通れば y = x3 − ax2 + bx

は点 (−p,−q)を通ること，なども指摘されている。

(5) y = x3 + ax2 + bx + cのグラフ

この関数は，y = x3 + ax2 + bx のグラフを y 軸方向に平行移動しただけなので，

y = x3 + ax2 + bxのグラフが分かれば十分であることに気づくことを期待したもので

ある。そのことは正しく指摘されている。また，y = x3 + ax3 + bx + cの a, b, cの役割

は，y = x3 + ax2, y = x3 + bx, y = x3 + cの a, b, cの役割と同じであるとの指摘もあっ

た。この関数の変曲点の x座標は x = −a/3でであるが，aが対称の中心の x座標を決

めていることを見抜いた学生もいる。

y = x3 + ax2 + bx + c = x(x2 + ax + b) + cであることより，この式は次のように表

せる。

y = x

(
x− −a +

√
a2 − 4b

2

)(
x− −a−√a2 − 4b

2

)
+ c

したがって，A =
−a +

√
a2 − 4b

2
, B =

−a−√a2 − 4b

2
とおくと，グラフは 3 点

(B, c), (A, c), (0, c)を通る。このことから，y = x(x − p)(x − q) + cと表わされる

とき，グラフは 3点 (0, c), (p, c), (q, c)を通ることを指摘した学生もいる。

(6) その他の指摘

上述のこと以外では，y = x3 + ax2と y = −x3 + ax2のようなグラフの対称性に関

する指摘や，y = x3 + ax2は必ず 3点 (−1, a− 1), (0, 0), (1, a + 1)を通るなど，関数の

式の形により必ず通る点を指摘してきた学生もいる。また，x軸との共有点の数につい

て，まとめた学生もいる。

(7) 誤った指摘事項

数ナビの表示するグラフをみて，誤った指摘をしてくる学生もいる。たとえば，次頁

の左側のグラフをみて，y = x3 + ax2のグラフは，0 < a < 1のときは山や谷が現れな

いと書いてきた学生がいる。
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y = x3 + 0.8x2 −1.5 <= x <= 1.5,−0.5 <= y <= 0.5

グラフの拡大，座標のテーブル表示，あるいは，x軸との交点を考えれば，このような誤

りは起こりえないはずである。グラフに過度に頼りすぎることの危険性を示している。

3.6.3 いろいろな感想

この 3次関数の課題は，複数題の中から選択させるのではなく全員に課した。単に式を入

れてグラフを眺めて，そこから規則性を考えるわけであるが，1次関数や 2次関数と違い，

係数をちょっと変えるだけでグラフが大きく変化する様子には，多くの学生が驚いたようで

ある。学生のレポートを見ると，自分の発見した事をワクワクしながら書いていることが推

測された。以下に，このレポートに記されている学生の感想を幾つか紹介する。

• 係数 a, b, cを大きくするとグラフも大きくなると思ったが，そうではなかった。

• y = x3 + bxで b > 0だと直線に近づいていくのがおもしろいと思った。

• 係数を変えるだけで，まったく異なる特徴を持つグラフになり，とてもおどろいた。
• 係数が負のときは，グラフがただ反対になるだけだろうと思っていたけど，やってみ
ると全く違うグラフになったりしてびっくりした。

• 最初は法則が分からなくて，ただグラフを書くだけだったが，進むにつれ法則が分か
り面白くなった。

• 係数が平方根や分数のときは，整数のときのグラフとはかなり違うグラフになると思っ
たのに，そんなに変わらないのは意外だった。

• たった 3次式のグラフでさえ，こんなに色々な形をしていて，私の見つける事のでき

ない法則がまだ幾つも隠されているのかと思うと，凄いと思った。

• y = x3とは何か？ このようなグラフになることを見い出した数学者達の思いがヒシ

ヒシと伝わってくるのが，研究をしている中での第 1の感想。例えば，Weierstrass，

彼の言った「幾分なりとも詩人でないと数学者は完全な数学者とはいえない」この言

葉が心を巡った。関数という一つの点からできる線。それは宇宙 (そら)の星を 1つ 1

つパズルのように組み合わせる，そんな研究だった。

• 関数のグラフについて，ここまで深く考えたことは初めてで，いろいろ考えてみると
気づくことが多く，自分が今気づいたことよりも，まだ規則性的なことがあると思う。

やってみると意外と楽しかった。

• 初めは難しそうで面倒くさそうで全くやる気が起きなかったけれど，やっていくうち
に，いろいろ考えるのがとても楽しくなってきた。
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3.7 絶対値関数のグラフ

3.7.1 この課題の意図

学生は，「絶対値」を非常に苦手としている。そこで，絶対値に関する理解を深め，それを

含む関数のグラフを容易にイメージできるようになることを目標として，以下のような課題

を平成 16・17年度の夏季休業の課題 (p.119, p.140)とした。
'

&

$

%

絶対値関数のグラフ (平成 17年度)

y = |x|のグラフは，数ナビでは
¤
£

¡
¢¨
¤
£

¡
¢F1 で，たとえば y1 = abs(x)として入力

します。abs は
¨
§

¥
¦alpha を利用します。あるいは，

¤
£

¡
¢CATALOG
¤
£

¡
¢= を押しても出て

きます。y = |x|は，x >= 0のときは y = xであり，x < 0のときは y = −xという

ことです。

そこで，y1には適当な関数を定義し，y2は y2 = abs(y1(x))として y1と y2のグ

ラフを比較してください。y2 = |y1(x)|としたことになります。グラフを表示させ
るには

¤
£

¡
¢¨
¤
£

¡
¢F3 です。グラフがうまく表示されないときは，

¤
£

¡
¢F2 4を押してみてく

ださい。たとえば，
¤
£

¡
¢¨
¤
£

¡
¢F1 で y1 = x2−1, y2 = abs (y1(x))として

¤
£

¡
¢¨
¤
£

¡
¢F3 でグラ

フを表示させると，どのようなグラフが表示されるでしょうか。これは，y = x2−1

と y = |x2 − 1|のグラフを表示させたことになります。ただし，2つのグラフが重

なって分かりにくいので，
¤
£

¡
¢¨
¤
£

¡
¢| で Leading Cursor の箇所をONに変更した方が

グラフが分かりやすくなります。

y1にいろいろな関数を定義して，y1と y2 = |y1(x)|のグラフを比較してくださ
い。そして，一般に y = f(x)と y = |f(x)|のグラフの間にはどのような関係があ
るかを考えてください。さらに，y =

f(x)
|f(x)| , y =

f(x) + |f(x)|
2

, y =
∣∣|f(x)| − p

∣∣

などは，どのようなグラフになるでしょうか。それは，何故でしょうか。

絶対値を含む関数や，それらの和・差・積・商を利用すると，いろいろなグラフ

を描くことができます。次のグラフは，どのような関数のグラフでしょうか？ ま

た，絶対値を利用して，もっとおもしろいグラフはできないでしょうか。

x

y

O x

y

O x

y

O x

y

O

(1) (2) (3) (4)　　　

x

y

O x

y

O x

y

O x

y

O

(5) (6) (7) (8)　　　
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y = f(x)のグラフで，x軸より下側のグラフの符号を反対にしたものが y = |f(x)|のグラ
フであることを，いろいろな関数のグラフを見るなかで実感させようと意図した。しかし，

残念ながら，この課題を選択したのは，平成 16年度は 4名，平成 17年度は 3名だけであっ

た。「絶対値」というだけで拒絶反応が起きているのかもしれない。

3.7.2 絶対値関数に関する学生の指摘事項

この課題に取り組んだ学生の数は少かったものの，例示したグラフについて，取り組んだ

学生からは以下のような式が提示されている。

(1) y = −|x|+ 1，y = −|f(x)|+ p (p > 0)，y =

{
x + 1 (x < 0)
−x + 1 (x >= 0)

(2) y = −|x− 1|+ |x + 1|
(3) y = |x + 1|+ |x− 1| − 2，y =

|x + p|
2

+
|x− p|

2
− p

(4) y =
∣∣|x| − p

∣∣− q，y = |x + 4|+ |x− 4| − |x| − 5

(5) y =
|x|
−x
，y =

x

|x|
(6)この関数についての指摘はなかった。たとえば y =

|x + 1|
x + 1

− |x− 1|
x− 1

− 1 がある。

(7) y = |x2 − 3| − 2

(8) y = |x2 − 2| − |x2|+ 1

3.7.3 教育効果と反省点

絶対値を含むいろいろな関数のグラフを調べることにより，絶対値に関する拒絶反応を薄

めようと意図したものであったが，各年度とも数名からしか選択されなかった。絶対値に焦

点を絞るのであれば，他に選択する余地を与えず，この課題だけを単独で課した方がよかっ

たかもしれない。また，取り組んだ学生の中には，y = |ax|のグラフしか試さなかった学生
もいた。具体的な式を幾つかあげて，もう少し誘導する必要があることを反省させられた。

なお，数ナビで絶対値関数と無理関数を含む関数のグラフを表示させるときは，ちょっと

注意が必要である。それは，数ナビは複素数の計算も可能であることによる。たとえば，数

ナビで y(x) = |√x + 4− 2|のグラフを表示させると，x < −4の部分は
√

x + 4− 2の複素

数としての絶対値を計算して表示してくる (右図)。正しく表示するには，定義域の x >= −4

を指定する必要がある。

y =
√

x + 4− 2 y = |√x + 4− 2|
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3.8 曲線で囲まれた図形の面積

3.8.1 この課題の意図

図形の面積を扱うには区分求積法の考え方が必要になってくる。微分・積分について何も

知らない 1年生が，この問題をどこまで考えることができることができるかを見るために，

以下の課題を平成 17年度の冬季休業の課題とした。冬季休業では学生に 5つの課題を提示

して選択させたが，面積の課題を選択した学生は 9名だけであった。

なお，石川高専の阿蘇 2)は，高専の 2年の微分法学習中に y = x2と x軸 (0 <= x <= 1)と

の間で囲まれた図形の面積について同様の考察を行わさせ，区分求積法の考えが自然に出て

きたことを報告している。
'

&

$

%

図形の面積
皆さんが面積の求め方として知っているのは，

長方形，平行四辺形，台形，そして三角形の面積

です。これらの図形を組み合わせることで，他の

図形の面積を求めることはできないでしょうか。

たとえば，y = 1− x2のグラフは，y = −x2のグ

1

1−1
x

y

O

ラフを y軸方向に 1だけ平行移動したグラフなので右図のグラフです。このグラフ

と x軸との間で囲まれた図形の面積を求めるにはどうすればよいでしょうか。でき

るだけ正確な近似値を求める方法を考案してください。そして，具体的にその値を

計算してください。

また，一般に，関数 y = f(x)のグラフと x軸との間で囲まれた図形の面積を計

算するには，どのようにすればよいでしょうか。その一般的な方法についても考え

てみてください。そして，自分で適当な関数のグラフを考え，そのグラフと x軸と

の間で囲まれた図形の面積を計算してみてください。

3.8.2 曲線で囲まれた面積に関する学生の考察

解説で，長方形や台形の面積など既知の図形の面積を組み合わせることに触れたこともあ

り，簡単な図形で外側と内側を囲もうとしているのが 5名，区分求積の考え方で考察してい

る者が 4名であった。以下に，その主な概要を紹介する。

既知の図形の面積による近似

(1) 2名の学生は，求める図形は台形 ABCDで近似できると考

えて，まず，x < 0の側の台形EBCOの面積 3/4を求める。

そして，与えられた図形と4BCEの共通部分の面積は，図

を眺めることにより4BCEの面積のほぼ半分とみる。台形

BCOEの面積 3/4から4ECOの面積 1/2を引くと4BCE

の面積は 1/4となるので，

2

DC

B AE

x

y

O
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求める図形の面積は (
4BCE× 1

2
+4ECO

)
× 2

を計算して 5
4
であるとしている。

(2) 2名の学生は，この図形は単位円の上半分に近いことから，近似値として半円の面積

π/2 ; 1.57を考えている。

(3)ある学生は，求める図形の面積は4ECDの面積と半円の面積の中間にある考え，
(
1 + π

2

)
÷ 2 ; 1.285

としている。

区分求積の考え方による考察

区分求積の考え方で図形を幾つかの図形に細かく分けて面積を求めようとしたのは 4名で

ある。そのうち 2名は関連する参考書を見て書いているが，残りの 2名は「自分で考えた」

と述べている。自分で考えた学生の考え方は，以下のとおりである。

(1) ある学生は，縦長の台形で近似できると考え，左側の部分を 10個の台形に分割して，

その面積を実際に計算する。

1
2
{(0.99 + 1) · 0.1 + (0.96 + 0.99) · 0.1 + · · ·+ (0.19 + 0.36) · · · 0.1} = 0.665

となるので，全体では 0.665× 2 = 1.33とし，この値は
4
3
であることを見抜いている。

この学生はレポートを直接研究室まで持ってきたの

で，「すごいね！」と言うと，「べつに～，誰でもやるん

じゃないですか？」と言い，自分で考えて自然に出てき

た考えであることがうかがわれた。

x

y

O

(2) 別な学生も同じように台形に分割するが，縦長ではなく横長の台形で分割する。ただ

し，上段は三角形で近似する。最初は 3分割した図形で考え方を固め，次に，「近似値を

求めるには，より多くの図形に分けることが必要である」として，10分割した図形で

実際の計算を行っている。

x

y

O x

y

O

y軸を等分した場合 x軸を等分した場合

ただし，y 軸を 10等分するのではなく，x軸を 10等分して考えている。そのため，

台形の高さはすべて異なる図形で考えたことになる。たとえば， 2
10

<= x <=
3
10
の部分
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の台形の面積は
{((

− 2
10

)2
+ 1

)
−

((
− 3

10

)2
+ 1

)}
×

(
2
10

+ 3
10

)
× 2× 1

2

として計算し，10分割して計算した面積の合計として 1.33を得る。また，その計算過

程から，
1

1000
(12 + 32 + 52 + · · ·+ 172 + 192) = 1330

1000
= 1.33

となることに気づいている。

学生のレポートの図は y軸を分割したかのような図であったが，具体的な計算式を見

ると，上述のように x軸を分割した計算である。
'

&

$

%

3.8.3 教育効果・反省点

曲線で囲まれた図形の面積を求める課題は 9名しか選択しなかったが，2名の学生は自分

の力で区分求積の考え方に至っている。そこでは，以下のような定積分導入時の基本となる

考え方が自然になされている。この課題を全員に考えさせた場合は，同じ考え方をする学生

が，さらに多く現れたであろうことが予想される。

(1) 求める図形を既知の図形で外側と内側から挟もうとしていること

(2) 求める図形を既知の図形で分割して，その面積の和として求めようとしていること

(3) 求める図形の面積を求めるには，分割を細かくする必要があるとしていること

区分求積法による定積分の定義は，ややもすると敬遠されがちであるが，このような課題

を経た後に説明すれば，十分に学生の理解が得られるのではないかと思われる。その意味で

は，定積分の導入前に考えさせるのが効果的かもしれない。また，課題を与えるときに面積

の値も示しておけば，さらに考察の継続につながったかもしれない。

3.9 グラフ・アートの作成
「グラフ・アート」とは，数ナビTI–89のグラフ機能を利用して，関数のグラフを繋ぎ合

わせて何らかの「絵」を作成するものである。何かの問題を考察するわけではないが，自分

36



の思い描いた絵を作成するには，どのような関数のグラフが適切であるか，また，そのグラ

フのどの部分 (範囲)を採用すればよいかを自分で判断することが求められる。つまり，関数

の式と範囲を自分で決めながら一つ一つの曲線が描かれる。そして，その総合として一つの

絵が完成する。その過程で，学生は関数の式とグラフとの対応関係を身をもって体験するこ

とになる。また，関数の式の係数や平行移動の量は，ある程度の試行錯誤を伴いながら決定

していくので，関数の総復習としての意味合いも持っている。日本では金沢高専で最初に行

われた。その後，福井高専が中心になってグラフ・アートの全国大会を開催するまでになっ

ている。

この課題は，平成 16年度と平成 17年度の 1年生に対して行った。課題を与える前には，範

囲の指定の仕方や個々の曲線の表示方法の種別指定などにについて説明した (pp.116–117)。

次頁に学生の主な作品を紹介する。いずれも，関数のグラフをつなぎ合わせて作成されてい

る。平成 16年度の作品のうち，6作品が第 1回全国グラフ・アートコンテストに入選した。

また，平成 17年度の作品では，クラス投票などの結果をもとに各クラスから 3作品を応募

した。

第 1回全国グラフ・アートコンテスト入賞作品 (平成 16年度)

優秀作品 2位 [D3] 八面体

優秀作品 3位 [E4] アメリカ大陸の断面図

佳作 B [A1] はさみ，[C2] y = x ，[C4] 音符，[C6] ORI ON THE

第 2回全国グラフ・アートコンテスト応募作品 (平成 17年度)

機械工学科 [A1] 笑う富士山，[A2] ドラえもん，[A7] かぁーびー

制御情報工学科 [B1] 釣られる寸前の魚，[B2] 流し目，[C1] がらがら

電気情報工学科 [D1] EZ Web，[D5] call，[E2] ウェーブ

物質化学工学科 [F3] バラ，[F4] PM1:26，[F5] 海と樹海と雲と山

学生がグラフ・アートをどのような関数を用いて作成しているかをみるため，以下に平成

17年度の幾つかの作品について，その構成関数をみてみよう。

笑う富士山

(1) y = −|√22 − x2|+ 3 (2) y = |√22 − x2| − 3 − 3 < x < 3

(3) y =

√(
1
4

)2
− (x− 2)2 (4) y =

√(
1
4

)2
− (x + 2)2

この作品は，僅か 4個の関数で定義されている。個々の関数のグラフについて，そ

のグラフの上側・下側の塗りつぶしや，線の太さなどを指定できるので，そのような

機能も利用されている。絶対値を利用することで根号内が負になる場合のグラフも表

示されているが，そのことを学生が意図的に行っているのかどうかは不明である。

流し目

(1) y =
√

102 − (x + 5)2 (2) y = −
√

102 − (x + 5)2
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(3) y = 3(x + 1) 0.5 < x < 3 (4) y = −3(x + 8) − 13 < x < −10.5

(5) y = 6(x + 6) − 4.5 < x < −3.5 (6) y = −1/2x + 13 − 15 < x < 5

(7) y = (x− 7)3 − 5 (8) y = sin x − 10 < x < 0

この作品は，8個の関数で構成されている。右側は (7)の関数の下側を塗りつぶし

たものであり，目の中では目玉がサインカーブを描きながら動く。

ウェーブ

(1) y = 3 sin(16x)

この作品は，1個の関数だけである。液晶ドットの精度の関係で，このように表示さ

れてしまう。これを作成した学生はコンピュータに強い学生であることもあり，ドッ

トの精度の関係だろうことに気づいていた。

バラ

(1) y = 2x+3.2 − 9 − 0.5 < x < −0.2 (2) y = −2−x+3.1 + 8 x < −0.1

(3) y = −√−3x + 5 + 0.7 − 0.2 < x (4) y = −9−x+0.2 + 0.5 − 0.2 < x < 1.6

(5) y = −3(x + 1.1)2 + 1 − 0.9 < −0.2 (6) y =
√

2x + 2 + 1 x < −0.8

(7) 以下、省略する。

この作品は，全部で 30個の関数が利用されている。使用されている関数は，指数関

数，無理関数，2次関数である。指数関数としては 2x, 20x, 30x などが，無理関数は√
ax + bのタイプであるが，a = −100の場合のグラフも含まれている。

いずれにおいても，学生はこのような関数を自分で選択して，その係数や範囲なども自分

で決定している。通常の授業の中で，このような関数を学生が自分の意志で取り扱うことは

ないであろう。関数グラフの総復習として有効と思われる 11)。
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第4章 試行錯誤を伴う数学課題に対する

学生の感想

4.1 はじめに
平成 16・17年度の 1年生には，試行錯誤を伴う数学課題を「自由研究」としてそれぞれ 3

回にわたり課した。これらの年度の 1年生は，通常の数学の問題とは異なり，「数学的な事柄

について自分で考察する」体験をしたことなる。課題の提出率は，いずれの年度も 90%前後

であった。学生は，このような課題に対して，どのような感想を持ったであろうか。年度末

の最後の時間では，このような「自由研究」に対する感想を自由記述式で書いてもらった。

ここでは，平成 16年度の学生の感想を紹介するとともに，その内容について分析する。

4.2 学生に提示した課題
平成 16年度に提示した課題は，7月下旬，10月下旬，そして 12月下旬の 3回である。課

題の概要は，以下のようなものである。複数題あるものは，その中から 1題選択させた。

夏期課題 (平成 16年度)の概要

(1) (x + 1)nの展開

(x + 1)nの展開を，できるだけ多くの自然数 nについて行い，その結果を書き写

してください。そして，この展開式の係数の間に成り立つ一般的な規則性を，で

きるだけ多く見つけてください。できれば，その証明も考えてみてください。

(2) xn − 1の因数分解

xn − 1の因数分解を，できるだけ多くの自然数 nについて行い，その結果を書き

写してください。そして，因数分解された式の形に，何かの規則性がないかどう

かを考えてください。規則性に気がついたら，何故そうなるかという証明も考え

てみてください。

(3) 繁分数の値

次の繁分数の値を求めてみてください。そして，同様のことをもうちょっと続け

てください。そして，一般に，どのような値になるかを考えてください。数ナビ

で確認するときは，括弧の対応関係に注意してください。
1
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(4)絶対値関数のグラフ

y1には適当な関数を定義し，y2 = abs(y1(x))として
¤
£

¡
¢¨
¤
£

¡
¢F3 でグラフを描画させ

てください。y1にいろいろな関数を定義してみて，一般に y = f(x)と y = |f(x)|
のグラフの間にはどのような関係があるかを考えてください。

秋季課題 (平成 16年度)の概要

3次関数 y = x3 + ax2 + bx + cのグラフは，a, b, cがどのようなときに，どのような

グラフになるかを数ナビを利用して調べよ。

冬季課題 (平成 16年度)の概要

(1)三平方の定理

三平方の定理 a2 + b2 = c2が成立するような自然数 a, b, cをできるだけたく

さん見つけてください。そのような自然数 a, b, cは，どのような仕組で作り出

されているのか，それを作り出す仕組について考えてみてください。

(2)因数分解

x4 + 4は，一見すると因数分解できないように見えますが，

x4 + 4 = (x4 + 4x2 + 4)− 4x2 = (x2 + 2)2 − (2x)2

= (x2 + 2 + 2x)(x2 + 2− 2x) = (x2 + 2x + 2)(x2 − 2x + 2)

と因数分解できます。一般に，xn + aが因数分解できるのは，指数 nや定数項 a

がどのようなときでしょうか。ただし，指数 nや定数項 aは自然数とし，因数分

解された式の係数は整数とします。

(3) 3次関数のグラフ

3次関数 y = x3 + ax2 + bx + cのグラフについてはすでに考察しました。そこ

で，今度は，y = (x − a)(x − b)(x − c)のタイプのグラフについて考えてみてく

ださい。a, b, cの値のあり方により，この関数のグラフはどのような変化をみせ

るでしょうか。各自の問題意識にもとづいて考えてみてください。

(4)その他

以上の他に，各自が何か考えてみようという問題があれば，それについてまと

めてきてもかまいません。ただし，それは，通常の問題集にあるような問題では

なく，ここにあげているようなタイプの問題とします。

4.3 平成16年度の学生の感想
平成 16年度の最後の授業では，1年間の著者の数学の授業に対する質問紙調査を行った

(p.134)。その中には，「『グラフ・アート』や『自由研究』をやってみての感想を書いてくだ

さい。」という設問を設け，自由記述による回答を求めた。何らかの記述があったのは，168

名中 142名である。その記述内容を分類すると，おおむね次頁のように分類される。以下で

は，この区分により学生の記述内容を紹介する。
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(1) 楽しかった，おもしろかった，良かった 51名 (35.9%)

(2) 勉強になった，理解が深まった 22名 (15.5%)

(3) 大変だった・面倒だったが，おもしろかった・勉強になった 33名 (23.2%)

(4) 分からなかった，難しかった 27名 (19.0%)

(5) その他の内容 9名 (6.3%)

(1) 楽しかった・おもしろかった・良かった

• やってみると，思ったよりおもしろかった。
• 楽しくできた。いろんなことが分かった。
• いろんなことが分かり，おもしろかった。
• 規則性や新しい発見をすると達成感か満足感が得られて楽しかった。
• 規則性を発見するのが楽しかったです。
• 身近に使っている公式などを違った側面から見れておもしろい。
• 取り組む前は大変そうだと思ったけど，実際取り組んでみると，色々な事が見え
てくるので楽しかった。

• 1つの発見を見つけるまでに時間がかかるが，発見したときの喜びが大きい。今

度やるとしたら，もう少し時間をかけてじっくり考えたい。

• 私達が普段使っている関数も，裏には様々な発見があったり，それを使って絵も
できたり，驚いてばかりだったけど，楽しかったです。

• 今までは規則性がないと思っていたものでも，考えてみると色々な規則性があり，
その規則性を発見したときはうれしかった。

• 自由研究は大好きです！ 考えることが，ますます好きになりました！

• 普段はやらないようなことをして，色々と発見があり良かった。
• 自由研究で，一つの規則性や法則のようなものを発見したときが一番おもしろ
かった。

• 自由研究によって，数学の法則性を見つけることの楽しさを知り，また，友人と
の協調性も高めることができました。

• ちゃんと因数分解できたときは，楽しかったです。
• 私的には，式の展開みたいなやつより，三平方の定理をやっている方が，やって
いて楽しかった。

• 三平方の定理のやつは，考えがどんどん発展していって，とても楽しかった。
• グラフ・アートより，ぱっと見た感じがとっつきにくそうな自由研究の方が，規
則性を発見できて楽しかったと思った。

• 時間はかかるが，完成したときはうれしい。
• 普段考えないことを考えるので時間はかかったが，法則性を発見したときは，と
てもうれしいし，ためになる。

• 普段考えないようなことを考えさせられたので良かったし，おもしろかった。
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• 友達と相談したり，新な発見があり面白かった。
• グラフ・アートや自由研究をやってきて，自分でも数学に対する考え方が変わっ
たのが良く分かった。自由研究は，自分で新しい法則 etc が発見できるので，楽

しかったです。

• 数ナビがあったので，あまり苦労せずにやれました。いろんな規則が見つかって
面白かったです。

• 始める前は，すっごいイヤなんだけど，一度始めてみると，こうすればもっとよ
くなる，この場合はどうなんだろう？と，どんどんその課題にのめり込んでいま

した。レポートを書くのは好きじゃないけど，グラフを表示させたり，調べる時

間はとても楽しい時間でした。自分の想像通りのグラフを表示させることができ

たときは，とても嬉しかったです。

• なかなか面白いことが分かり，意外な図を描けたり，なかなか面白かった。
• 数ナビで調べるのが楽しかったです。
• 幾つかあるテーマから選んで進めることができたので，どちらかといえば楽しん
でできた。

(2) 勉強になった・理解が深まった

• 自由研究では，今まで気付かなかったことに気付いて，新しい発見があって理解
力が高まった。

• 普段，何気なく使っている公式や計算の仕方などについて，どうしてこうなるか
と考えることができて，とても勉強になった。

• 詳しくやってみると，新しい発見が見つかって勉強になった。
• 授業とは違った内容で，新な発見ができた。
• 数学について，色々な発見をすることができた。
• 自分のためになったし，「へえ，こうなるんだ」というところがたくさんあって，
楽しかったです。

• 毎回，興味深い課題が提示されたので，とても楽しく調査・研究ができた。
• 今まで考えたことのなかった数学の中身を見ることになったので，勉強になった。
• 普通の問題とは違う視点からの問題が多かったので，とても面白かったと思う。
• 三平方の定理や因数分解など，普段よく使うものについて自分で詳しく勉強でき
たので良かった。

• 今までは，ただ計算し，理解せずに書いていたが，自由研究によって理解しなが
ら解けるようになった。

• 自由研究をやって，数学を前より深く考えれるようになった。
• 今まで考えなかったことを追及できるので，参考になりました。
• 自由研究をやることで，数学的なことを発見することができたし，レポートをま
とめることで国語の文章作成の勉強にもなった。
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• 今までに学習してきたことを復習しながら，いろいろ応用させていけるので自分
のためになった。

• 式の色々な法則を見つけることにより，理解を深めることができた。
• 自分からは考えようとしない課題だったので，勉強になりました。
• 自分の考えられない解き方が見つかったり，とても参考になりました。

(3) 大変だった・難しかったが，おもしろかった・勉強になった

• 正直面倒くさかったけど，ちょっと楽しかったし，新しい発見があった。
• 正直面倒だったけれど，新しい発見があったりなど，とても良い勉強になった。
• やる前は面倒なのですが · · ·，いざやってみると，なかなか楽しかったです。発
見も多く，とても充実した自由研究でした。

• 面倒くさいと思ってみたけど，たまに新発見があって，少しおもしろかったです。
• 自由研究は大変だったが，色々勉強になったと思うので良かった。
• 自由研究は，やっているうちに，試したいことが増えていった。大変だったけど
勉強になった。

• 難しかったけど，進めていくうちにもっと調べたいという考えが出てきて，時間
がもっとあれば，と思った。

• 難しかったけど，色々な発見ができたので良かった。
• どこから手をつけてよいか迷ってしまうこともあったが，何かを発見したときは
うれしかった。

• かなり大変だったが，やっていておもしろかった。
• 大変だったけど，勉強になったと思う。
• 関数のグラフを使って，色々なことをやるのは難しかったが，勉強になった。
• 大体せっぱつまってから始めたので内容が薄いものが多かったけれど楽しかった。
皆の自由研究の結果が，とても面白かったし勉強になった。

• 始めは面倒だと思っていても，いざ始めると没頭してしまった。
• 面倒な気もしていたけど，どういった仕組でこうなるというのが分かってくると，
興味や関心が少し強くなってきたので，数学の内容を深く知ることができたと

思った。

• 難しかったけど，理解できたときとても嬉しかった。
• 正直面倒くさかったが，まあ，楽しかったと思います。
• 自由研究は難しかったけど，普段と違う感じでおもしろかった。
• 見ただけだと難しそーでイヤだったけど，実際少しずつやっていくと，いろんな
発見が出てきて楽しかったです。

• やっているときは難しくてイヤになったが，何か 1つでも分かると，やって良かっ

たという達成感があって，やって良かったと思った。

• 自由研究は難しかった。でも，いつもと違う見方から数学を見ることができるの
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で，いいと思う。長期休業に適していると思う。

• 自由研究は考えるのが難しく，発見できないとやる気がなくなるが，新しい発見
をすると，少しでもやる気がでて勉強になった。

• 最初はとても面倒くさいなあ，と思っていたけど，数ナビをいろいろいじってい
るうちに，いろいろな発見があり，楽しかったです。

• 複雑なものが多かったが，やってみると意外と楽しかった。
• 面倒だと思ってやっていたが，グラフ・アートをやっているときよりは時間を惜
しまずやれた。

• いろいろな法則を見つけたりするのが大変だったけど，柔軟な考えを養うことが
できたので良かった。

• 最初は難しそうでしたが，回を重ねるうちにだんだんと理解できるようになって
いて，楽しく取り組むことができました。

• 考えることが多くなって，良いことだとは思っているけど，大変だった。
• 自由研究は，出されると嫌だったけど，やってみると，とても頭を使うし，解け
た時やひらめいた時の喜びがとても印象に残った。来年もやりたい。

• 自由研究は，最初のうちは規則性がポンポン見つかっていい気分でしたが，最後
の自由研究は難しくて適当にやってしまいました。

• 何から手をつけていいか分からないことが多かったが，実際に手をつけてみると
何かしらの発見があり，だんだん意欲が湧いてきた。

• いつも期限近くなってから始めてしまうので大変だったが，普段考えないような
ことを考えたので良かったと思う。

• 普段は絶対考えなさそうな問題をやらなきゃいけない状況になったが，数学につ
いて少しでも考えることができて良かったと思います。

• 最初はやり方にとまどうが，分かると楽しくなってくる。でも，思うように成果
が出ないと自分の数学力に自信がなくなって「うつ」になりそうになる。

(4) 難しかった・面倒くさかった・分からなかった

• できない課題ではないのですが，面倒くさかった。
• 気づいたところを見つけるのが大変でした。
• 問題を解くだけならいいけど，自由研究があると面倒くさかった。
• 難しかった。でも，失敗してもいいから，やってみる事の大切さは実感できた。
• 自分なりに考えて取り組んだが，内容が濃くて難しかった。
• 選んだ問題によっては，とても難しく，かなり苦労しました。
• あまり良くできなかった。
• 全々分からなかった。
• 大変だった。
• とても，しんどかった。
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• 難しかった (6)。

• 難しくて，あまり独創的な考えができなかった。
• 法則性などを見つけるのが難しかったです。
• どう考えたら良いのか分からなくて，難しかったです。
• 何か法則を見つけることがとても難しく，あまりうまくいきませんでした。
• 自分の想像力や思いつき，ひらめきの無さを思いしらされた。
• 正直面倒だったが，勉強だと思ってやっていました。あまり自分で考えたことを
書くことが苦手なので，時間もかかり，あまりうまくまとめれたことがありませ

んでした。

• 自由研究は，何をどうすればよいのか分からなくて困った。
• 本当に数学が好きな人や関数を得意としている人じゃないと，とても 1人ではで

きないと思います。だから，自分は，皆でやった方がいいし，1人でやったとき

は，とても難しくてできなかったです。

• 友達と一緒にやって，その友達はどんどん新しい共通点などを発見したのに，自
分はほとんどできなかった。

• 問題の意味から答え方まで，何をやったらいいのか，分からなくて最悪だった。

(5) その他

• 意外に法則性が沢山あるので，凄いと思った。
• 新しい発見ができて良かった。
• 数学の新しい楽しさを見つけられて良かったと思う。
• 色々なパターンを発見できて良かった。
• グラフ・アートよりは自由研究の方が，いろいろな発見があって良かった。
• 数学の難しい部分が見えた。
• 考えるっていうのは，すばらしい。
• 自由研究は，関数のヤツ以外は，とても良かったです！！
• 教科書以外のことができて，よかった。
• 頭の体操になった。全く新しい事を見つけるのは，難しいことだ。
• 普段使っている公式・法則を新めて見直すことによって，新しい発見ができて良
かった。

• 自分でも少し知りたいなと思っていた点を調べることができる機会だったので，
とても良かった。

• 自分でいろいろ考えることができたので，良かったと思います。
• 最初はとまどったが，これをやることによって仕組が分かり，意欲も高まると思
いました。

• 自由研究をやって，今まで考えなかった考え方をするようになった。
• 数学的な規則性を見つけることはもちろん，何に対しても観察し，何かを発見す
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ることができるようになったと思う。

• 関数を利用したり，普段考えないようなことをやるのでいいと思う。
• 個性的なものが多かったので手こずることもあったが，何とかレポートにまとめ
られたので良かった。

• 自由研究は，自分で発見したことは頭に入っていいけれど，発見できなかったら，
先生が 1時間発表して終わるから，頭に入らないと思う。

• 先生が解説してくれたとき，こういう考えもあるんだなあ，と思った。
• 1つの分野だけでも，いろいろな法則があるのが凄かったが，それを自分で調べ

たいとは思わない。

• 簡単なことしか調べられなかったので，他の人のも見てみて，考えてみようと思
います。

• 自由研究は，行き詰まると大変だった。
• 自由研究は新しい発見があるけど，グラフ・アートはあまり新しい発見がなかっ
たような気がした。

• 数ナビを使って関数の値を変化させたり因数分解したり，結果は分かったんだけ
ど，なぜそうなるかは分からなかった。

• 気軽に取り組めて，数学の苦手な人にも易しい課題が良かったと思います。長期
休業に丁度いいと思いました。

• 数ナビはあまり好きではないので，楽しいとは言い難い。
• 自由研究は，グループで意見を出しあいながらやった方が，自分で気づかなかっ
た点に気づくことができたり，楽しくやれると思う。

• 普通の数学の授業とは違った，数学の楽しい部分があることを知った。

4.4 成績等との関連性
この自由研究では，前節で示したように非常に多くの学生が数学に関する事柄を「発見し

た喜び」を語り，「数学のおもしろさ」を実感した。ここで，これらの学生の感想と成績との

関連性をみてみよう。数学の成績は，著者の担当科目である基礎数学 Iの年 4回の試験点の

平均点として，それをもとに成績別に上位，中の上，中の下，そして下位の 4段階に区分し

た。次頁の図 1は，この成績区分と自由研究に対する感想との関連性をみたものである。

図 1を見ると，「(1)楽しかった，おもしかった」とする学生は，成績の上下にはよらないこ

とが分かる。数学的性質を発見する課題で，成績の上下によらず約 1/3の学生は「楽しかっ

た」としている。「(4) 分からなかった，難しかった」とする学生は全体の 2割未満であり，

必ずしも成績下位の者に集中しているわけではない。ただし，成績下位の学生は「(3) 大変

だったが · · ·」とする者が他の区分と比べると多いが，(1)～(3)の感想を合計すると，成績

下位の学生の約 70%は，この数学の自由研究を行って「(1) 楽しかった」「(2) 勉強になった」

「(3) 大変だったが，おもしろかった」という感想を持ったことになる。
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図 1： 成績区分と自由研究に対する感想

図 2： 数学の嫌悪と自由研究に対する感想

図 2は，この自由研究に対する感想を，数学に対する好き・嫌いの別でみたものである。

数学に対する好き・嫌いは，この自由研究に対する感想と同時に行った記名式のアンケート

調査による。自由研究に対する感想を記述した 142名中，数学が「好き」と回答した学生は

78名，「どちらともいえない」は 30名そして「嫌い」と回答した学生は 34名である。高専

ということもあり，数学は好きな学生が多い。

ここで図 2を見ると，自由研究に対する感想は，この数学の好き・嫌いにもよらないこと

が分かる。数学が嫌いな学生でも，約 70%は「(1) 楽しかった」「(2) 勉強になった」「(3) 大

変だったが，おもしろかった」という感想を持っている。

図 1と図 2は，記述式の感想を書いてくれた学生に対する分析であり，その記述がなかっ

た学生は除外されている。最後の授業では記述式の感想とともにアンケート形式での調査

(p.134)も行い，当日の欠席者以外は全員の回答が得られている。このアンケート調査の質

問項目の中では，自由研究に対する項目も設けた。図 3と図 4は，そのアンケート調査の項

目から自由研究に対する感想をみたものである。
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図 3： 自由研究は，やってみるとおもしろかった

図 4： 自由研究をやってみて，数学的なことで新しい発見があった

図 3を見ると，成績の上下によらず 40%以上は「自由研究は，やってみるとおもしろかっ

た」と答えている。これは，記述のあった学生に対する感想 (図 1)とも一致している。成績

下位の学生でも，40%以上が「おもしろかった」と感じている。

図 4は，「自由研究をやってみて，数学的なことで新しい発見があった」という質問項目に

対する回答である。この項目には，成績上位の学生の 60%が「そうである」と肯定してい

る。成績下位の学生でも 50%弱が，この項目を肯定しており，成績の上下によらず「数学的

なことに対する新しい発見」がなされたことになる。ただし，学生が発見したと思う具体的

な内容は不明である。

このように，自由研究を考えることで，大多数の学生が数学的な事柄について何らかの気

づきを得ており，そのような気づきを得ることができたことへの喜びを語っている。その喜

びは数学に関する一般的な規則性を発見できたことから来ていると思われるが，それを成績

の上下によらず，成績が下位の学生でも感じることができたことの意義には大きいものがあ

るだろう。適切な課題を継続的に与えていけば，学生の数学に対する見方が大きく変わるこ

とも期待され，数学教育における新な可能性が示唆されているように思われる。
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第5章 試行錯誤を伴なう課題の評価

5.1 はじめに
試行錯誤を伴う数学課題を「自由研究」として学生に課してきたが，その評価はどのよう

になされるべきであろうか。第 3章で見たように，この課題に対して，自由な発想をして教

師が思いもしない考え方をしてきている学生も少なくない。また，第 4章で見たように，こ

の自由研究を行うことに対しては，成績の上下や数学の好き嫌いの区別に関係なく，多くの

学生が「楽しかった」「おもしろかった」という感想を述べている。課題の提出率は，いず

れも 90%前後である。ここでは，「三平方の定理」に関する課題を例として，その評価のあ

り方について考察してみたい。

5.2 「三平方の定理」に関する指摘事項
三平方の定理は，平成 16年度の冬季休業の課題としたものである。3つの課題を提示し，

その中から 1題を選択させた。三平方の定理は，167名中 92名が選択した。課題の内容は以

下のようなものである。学生がどのようなことを指摘してきたか，主な内容は 3.5節ですで

に述べた。学生のレポートの評価を考えるため，指摘されてきた全事項を次頁にまとめた。

各指摘事項の到達度を 3段階でランクづけをし，到達度 1<到達度 2<到達度 3とした。「到

達度 1」は，すぐに気がつくと思われる事項，「到達度 3」は証明や式変形を伴なうもの，あ

るいは一般的な規則性について言及したもの，「到達度 2」はそれ以外のものである。

'

&
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三平方の定理

三平方の定理を成立させる簡単な自然数として，32 + 42 = 52や 52 + 122 = 132

が良く知られています。このような自然数は，他にどのようなものがあるでしょう

か。3, 4, 5のように，連続する 3つの自然数で三平方の定理を満たすものは他に

あるでしょうか。5, 12, 13のように，3つのうち 2つが連続するような数で三平

方の定理を満たすものは，他にあるでしょうか。つまり，a2 + b2 = c2が成立する

ような自然数 a, b, cをできるだけたくさん見つけてください。そのような自然数

では，a2 = c2 − b2も成立しています。そして，そのような自然数 a, b, cは，ど

のような仕組で作り出されているのか，それを作り出す仕組について考えてみてく

ださい。数ナビの操作ばかりではなく，ある程度の手計算も交えながら考えてみく

ださい。



表 1：三平方の定理に関する学生の発見

No 三平方の定理 a2 + b2 = c2に関する学生の発見 数 到達度

(1) a2 + b2 = c2が成立すれば，(na)2 + (nb)2 = (nc)2も成立する 48 1

(2) a, b, cが連続するのは，a = 3, b = 4, c = 5のときしかない 44

到達度は，単なる指摘は 2，証明つきで指摘した場合は 3とした

(3) b, cが連続するとき，aは奇数である 32 1

(4) b, cが連続するとき，それらは 4の倍数ずつ増えていく 26 2

(5) b, cが連続するとき，a2 = b + cである 20 2

(6) b, cが連続するとき，a, b, cのうちの 2つの数は奇数である 14 2

(7) b, cが連続するのは，奇数 aに対して

b = (a2 − 1)/2, c = (a2 + 1)/2のときである 8 3

(8) b, cが連続するのは，a2を 2で割った商を bとすればよい 5 3

(9) 連続する 2数の平方の差は奇数である 3 2

(10) b, cが連続する場合として，次の場合がある

(2n + 1)2 + (2(n2 + n))2 = (2(n2 + n) + 1)2 3 3

(11) a, bが奇数のとき，a2 + b2 = c2は成立しない 3 3

(12) a, bが連続するとき，c2 = 2ab + 1である 2 3

(13) b, cが連続するとき，次のことが成立する

(2n+1)2+(4(n+(n−1)+· · ·+1))2 = (4(n+(n−1)+· · ·+1)+1)2 1 3

(14) b, cが連続するとき，(a− 3)/2 + 1 = nとおくと，

b = (前の式の b) + 4nである

1 3

(15) b, cが連続するとき，32 + 42 = 52から数えて k段目の式の bは，

b = ak + kである。たとえば a = 9は 4段目なので

b = 9× 4 + 4 = 40である

1 3

(16) b, cが連続するとき，bは a + 1を 2で何回割れたかを掛けた値

である。たとえば，17/2 = 8.5なので，b = (17 + 1)× 8 = 144

より，172 + 1442 = 1452である

1 3

(17) a2+b2 = (b+1)2に対して，その次の式を (a+2)2+B2 = (B+1)2

とすると，B = ((a + 2)2 − a2)/2である

1 3

(18) an, bnが連続するとき，an+1 = 6an − (an−2 − 2)である 1 3

(19) 32 + 42 = 52が成立するので，3332 + 4442 = 5552や

33332 + 44442 = 55552なども成立する 1 3

(20) どんなときでも，a2 + 12 = b2 (a \= 0)は成立しない 1 2

(21) a, b, cの中には，一定量ずつ増えているものがある。62+82 = 102

は2ずつ増えている。12ずつ増えるのは，a2+(a+12)2 = (a+24)2

を解いて a = 36である

1 3

(22) b, cが連続するとき，a + b + cの第 2階差は 8である 1 3

52



No 三平方の定理 a2 + b2 = c2に関する学生の発見 数 到達度

(23) b, cが連続するとき，a > 3であれば b > 2aである 1 2

(24) bの 1の位が 1,3,6,8のとき，b, cが連続するようにはできない 1 3

(25) b, cが連続するのは，bの 1の位の数が 0,2,4のときだけである 1 3

(26) 3a = b + cのとき，a : b : c = 3 : 4 : 5である 1 3

(27) 3a = b + c, 4a = b + c, 5a = b + cとなるものが存在するので，

na = b + c となるものが存在するはずである

1 3

(28) a + b− cは 2の倍数である 1 3

(29) b, cが連続するとき，abcは 60の倍数である 1 3

(30) 連続する 2数の平方の和の差は，4の倍数である 1 2

(31) a, bが連続するものより，b, cが連続するものの方が多い。 1 1

(32) a, b, cがすべて整数の三角形では，各の組み合わせが

「30◦, 60◦, 90◦」や「45◦, 45◦, 90◦」にはならない。

1 1

(33) x2 + y2 = z2となる x, y, zは，原点を中心として半径 zの円上

の点 (x, y)である

1 2

(34) a2 + b2 = c2の a, b, cを n倍すると，b− aの値も n倍される 1 1

(35) 直角を作る直線に 1cm おきに目盛をつけ，縦横の目盛をつない 1 1

だとき，その長さが整数であるような場合を見つければよい

5.3 評価のための分析項目
既存研究では，このようなオープンエンドの問題の評価は指摘事項と異なるアイデアの数

により捉えられている 18)。三平方の定理に関して同様のことを行おうとしたが，「異なるア

イデアの数」の判断が極めて難しくて判断できなかった。そこで，ここでは，別な観点が考

えられないかどうかを検討する。

このような課題を評価するにあたっては，誰でも気づく部分しか指摘してこなかった場合

と，他の誰も気づかなかった指摘とは区別されるべきであろう。ただし，指摘した者が少な

い場合は，それが高度の内容である場合と平易な内容である場合とがある。平易な内容で

あっても，指摘されて初めてそのことを意識する場合もあるので，その指摘には価値がある

と思われる。そこで，「他に誰も気づかなかった指摘」の判断は，その内容は区別せず単純

に指摘事項の数の総数で行った。具体的には，表 1の (1)～(2)のように半数以上の者が気づ

いた内容を「希少度 1」，表 1の (7)以降のように 10名以下の者しか気づかなかった内容を

「希少度 3」とし，それ以外の指摘を「希少度 2」として区別した。

レポート全体の完成度も考慮する必要があると思われる。数学のレポートとしてみた場合

は，証明の有無や一般化・抽象化のレベルなど，数学の思考の流れについても考慮する必要

があろう。
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表 2: 「三平方の定理」に関する指摘事項の分析項目

項目 内容

成績 4回行われた定期試験の成績の平均値により，4段階で区分した
1: 下位 (21名)，2: 中下 (22名)， 3: 中上 (24名)，4: 上位 (27名)

事項数 各学生について，指摘してきた項目の数 (1～8)
到達値 各学生について，指摘事項の到達度の合計値 (1～22)
到達区分 個々の項目の到達度の合計値である到達値により，全体を 4段階に区分し

た。

1: 低い (1～2，23名)，2: やや低い (3～5，28名)
3: やや高い (6～7，20名)，4: 高い (8以上，23名)

総合到達度 個々の指摘事項からの計算ではなく，レポート全体を眺めた総合判断で 3
段階に区分した

1: 低い (22名)，2: 中間 (51名)， 3: 高い (21名)
希少値 各学生について，指摘事項の希少度の合計値 (1～20)
希少価値 希少値の値により，3段階に区分した

1: 低い (1～3，30名)，2: 中間 (4～7，36名)， 3: 高い (8以上，28名)
証明の有無 指摘した事項に証明や説明を加えているかどうかで，2段階に区分した

1: 証明無し (72名)，3: 証明有り (22名)
推測と確認 自分の予想が正しいことを，それまで調べたもの以外で確認しているかど

うかで，2つに区分した
1: 確認無し (50名)，2: 確認有り (44名)

一般化 一般化・抽象化しようとしているかどうかで 3段階に区分した
1: そのような流れが見られない (25名)
2: 特殊な場合について一般的化しようとしている (42名)
3: 言葉や式を用いて一般化している (27名)

思考の流れ 「こういう場合は，どうなるだろう？」という思考が連続しているかどう

かで，3段階に区分した
1: 単なる指摘だけで終わっている (14名)
2: 「この場合は，どうなるだろう？」と 1回だけ考察 (38名)
3: 「この場合は，どうなるだろう？」が連鎖している (42名)

習熟度 アンケート調査 (p.134)の (1)～(20)の回答をもとに，数ナビの習熟度を
4段階に区分した。 1: 悪い (20名)，2: やや悪い (26名)

3: やや良い (18名)，4: 良い (26名)
利用頻度 アンケート調査 (p.134)の回答をもとに，数ナビの利用頻度を 4段階に区

分した。 1: 悪い (18名)，2: やや悪い (22名)
3: やや良い (34名)，4: 良い (20名)

注：外部発表論文「数学教育における創造力を育む試み」で取り上げている「到達度」
(p.106)は，この表の「総合到達度」である。ただし，投稿後にレポート全体をもう
一度見直して再判定を行ったため，区分に属する数を若干変更した。
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学生に課している自由研究では，貸与している数ナビを利用した試行錯誤を求めている

ので，この機器操作への習熟度がレポートの完成度に影響することも考えられる。そこで，

最後の授業で行ったアンケート調査では，数ナビの習熟度や利用頻度に関する項目も設けた

(p.134)。そして，その項目をもとに，数ナビの習熟度と利用頻度を 3段階に区分した。他

にも，表 2のようなさまざまな分析項目を設け，これらの項目間の関係や成績との関連性な

どを調べながら，どのような観点で評価するのが望ましいかを検討する。

5.4 評価方法の検討
表 3は，前節の項目別に，到達値，希少値，そして指摘事項の数の平均と標準偏差をみた

ものである。表 4は，これらの項目間の相関係数である。

表 3や表 4をみると，次のようなことが分かる。

• 到達値は成績との関連性が若干見られるが，それほど強いものではない。
• 到達値と希少値との間には強く関連性がある。
• 一般化の傾向が強いほど，到達値や希少値は高い。
• 思考の流れが連鎖的であるほど，到達値や希少値が高い。
• 到達値や希少値は，数ナビの習熟度とは関連していない。
• 数ナビの利用頻度が高い者は，到達値や希少値が高い。

到達値が高い者ほど，誰もがあまり気づかないことを多く指摘してきているので，到達値

と希少値とが強い関連性を見せるのは当然のことである。成績との関連性が見られるのも当

然であろう。むしろ，それほど強いものではないことの方が重要と思われる。一般化しよう

としているかどうか，また，次々に思考を連鎖させようとしているかどうかという項目との

関連性も強く見られるが，一般性のあるいろいろな性質に気づくにはこのような思考過程が

必要なので，これも当然の結果であろう。

一方，表 3をみると，数ナビの利用頻度が高い者の到達値や希少値は，他の者より飛び抜

けて高い。いろいろな試行錯誤の部分に数ナビを積極活用することにより，いろいろなこと

に気づく機会が増え，それがさらなる思考を後押ししているのではないかと推測される。

しかし，学生のレポートの評価を指摘事項の到達度の合計である到達値でみようとすると，

その値を計算する作業はかなり繁雑であり現実的とは思えない。もう少し簡単な作業で，同

様の評価は得られないだろうか。表 3をみると，到達値は一般化や思考の流れとの関連性が

みられた。そこで，これらの項目をクロスさせて，各セルごとに到達値を調べた。次頁の表

5は，その到達値の平均である。左斜めの方向に一定の傾向が認められる。そこで，各セル

を (一般化, 思考の流れ)の形で表すとき，(1, 1)をグループ 1，(1, 2) + (2, 1)をグループ 2，

(1, 3) + (2, 2) + (3, 1)をグループ 3，(2, 3) + (3, 2)をグループ 4，そして (3, 3)をグループ 5

として新たに区別した。表 6は，その区分ごとに到達値，指摘事項の数，そして学年末の成

績を求めたものである。この新区分は，成績との関連性は薄いことが分かる。
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表 3: 項目別の到達値・希少値・事項数

区分 数 到達値 希少値 事項数 成績

全体 94 5.39 (3.664) 5.95 (3.914) 2.98 (1.503) 50.8(9.276)

成

績

上位 27 6.04 (3.425) 6.70 (3.998) 3.22 (1.476) 60.9 (2.929)
中の上 24 5.83 (3.644) 6.33 (3.841) 3.13 (1.361) 53.6 (1.677)
中の下 22 5.27 (4.822) 5.23 (4.927) 2.77 (1.926) 47.4 (2.088)
下位 21 4.19 (2.272) 5.29 (2.452) 2.71 (1.189) 36.3 (6.945)

到

達

区

分

高い 23 10.26 (3.250) 10.87 (3.429) 4.83 (1.154) 53.6 (10.53)
やや高い 20 6.40 (0.503) 7.05 (1.849) 3.50 (0.513) 50.2 (9.801)
やや低い 28 3.93 (0.858) 4.14 (1.268) 2.36 (0.678) 50.5 (8.412)
低い 23 1.43 (0.507) 2.26 (1.815) 1.43 (0.788) 48.8 (8.385)

希

少

高い 28 9.25 (3.627) 10.79 (2.948) 4.64 (1.129) 52.5 (10.39)
中間 36 5.11 (1.703) 5.44 (1.081) 2.86 (0.723) 50.4 (9.681)
低い 30 2.13 (1.358) 2.03 (0.928) 1.57 (0.817) 49.6 (7.602)

証

明

説明有り 22 8.05 (4.756) 7.64 (4.541) 3.55 (1.711) 55.4 (6.411)
証明無し 72 4.58 (2.837) 5.43 (3.579) 2.81 (1.401) 49.4 (9.586)

確

認

確認有り 44 5.41 (3.926) 5.89 (4.200) 2.89 (1.631) 51.1 (8.245)
確認無し 50 5.38 (3.458) 6.00 (3.687) 3.06 (1.391) 50.5 (10.17)

一

般

化

一般化 27 7.78 (4.397) 7.85 (4.213) 3.63 (1.548) 50.8 (8.725)
傾向有り 42 5.24 (2.912) 6.24 (3.614) 3.10 (1.445) 51.3 (9.526)
見られず 25 3.08 (2.139) 3.40 (2.614) 2.08 (1.115) 49.8 (9.718)

思

考

連鎖的 42 7.29 (4.080) 7.98 (4.105) 3.69 (1.490) 53.4 (9.446)
単発的 38 4.29 (2.525) 4.76 (3.044) 2.63 (1.282) 47.9 (8.723)
指摘だけ 14 2.71 (1.590) 3.07 (1.940) 1.79 (0.975) 50.5 (8.451)

習

熟

度

高い 26 5.69 (3.519) 6.50 (3.992) 2.92 (1.598) 50.7 (10.63)
やや高い 18 5.67 (2.679) 6.33 (3.464) 3.17 (1.425) 51.3 (8.681)
やや低い 26 5.73 (4.712) 5.65 (4.409) 3.15 (1.617) 49.8 (9.282)
低い 20 4.20 (3.334) 5.00 (3.839) 2.50 (1.395) 48.1 (11.54)

利

用

度

高い 20 7.55 (4.478) 8.35 (4.648) 3.70 (1.689) 52.1 (6.976)
やや高い 34 4.85 (3.332) 5.15 (3.611) 2.76 (1.478) 50.9 (9.226)
やや低い 22 4.95 (2.734) 5.86 (3.270) 3.05 (1.214) 49.1 (10.44)
低い 18 4.56 (3.634) 4.89 (3.445) 2.50 (1.465) 48.1 (12.26)

平均値 (標準偏差)
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表 4: 項目間の相関係数

成績 到達 希少 証明 確認 一般化 思考 習熟度 利用頻度

成績 1 0.213∗ 0.184 0.283∗ 0.044 0.048 0.253∗ 0.100 0.100

到達 0.213∗ 1 0.818∗ 0.316∗ 0.036 0.440∗ 0.515∗ 0.162 0.200

希少 0.184 0.818∗ 1 0.207 −0.029 0.438∗ 0.506∗ 0.141 0.267∗

証明 0.283∗ 0.316∗ 0.207 1 0.035 0.525∗ 0.439∗ 0.201 0.267∗

確認 0.044 0.036 −0.029 0.035 1 0.031 0.147 0.031 0.079

一般 0.048 0.440∗ 0.438∗ 0.525∗ 0.031 1 0.430∗ 0.255∗ 0.249∗

思考 0.253∗ 0.515∗ 0.506∗ 0.439∗ 0.147 0.430∗ 1 0.241∗ 0.223∗

習熟 0.100 0.162 0.141 0.201 0.031 0.255∗ 0.241∗ 1 0.260∗

利用 0.100 0.200 0.267∗ 0.267∗ 0.079 0.249∗ 0.223∗ 0.260∗ 1

∗印は，両側検定で優位水準 5%で優位差が認められた項目である。

表 5：一般化と思考の流れの別にみた到達値の平均
思考の流れ

1: 指摘だけ 2: 単発的 3: 連鎖的 全体 (数)

一

般

化

1: 見られず 2.11 ( 9) 3.82 (11) 3.20 ( 5) 3.08 (25)

2: 傾向あり 4.00 ( 3) 4.18 (22) 6.82 (17) 5.24 (42)

3: 一般化 3.50 ( 2) 5.80 ( 5) 8.70 (20) 7.78 (27)

全体 (数) 2.71 (14) 4.29 (38) 7.29 (42) 5.39 (94)

表 6：新区分による到達値の平均
グループ 1 2 3 4 5 全体

数 9 14 29 22 20 94

到達値 2.11 3.86 3.97 6.59 8.70 5.39

標準偏差 1.054 2.248 2.692 2.282 4.714 3.664

事項数 2.28 2.85 3.83 3.50 4.14 5.00

標準偏差 1.054 2.248 2.692 2.282 4.714 3.664

成績 50.0 49.6 49.5 51.4 53.2 50.8

標準偏差 7.773 10.71 8.534 11.15 7.869 9.276
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表 7: 自由研究をやって数学的なことで新しい発見があった

項目 否定 中間 肯定 % (数)

全体 12.8 26.6 60.6 100.0 (94)

到

達

区

分

低い 8.7 30.4 60.9 100.0 (23)

やや低い 21.4 25.0 53.6 100.0 (28)

やや高い 5.0 30.0 65.0 100.0 (20)

高い 13.0 21.7 65.2 100.0 (23)

総

到

達

低い 18.2 18.2 63.6 100.0 (22)

中間 13.7 35.3 51.0 100.0 (51)

高い 4.8 14.3 81.0 100.0 (21)

新

区

分

グループ 1 22.2 44.4 33.3 100.0 ( 9)

グループ 2 21.4 35.7 42.8 100.0 (14)

グループ 3 10.3 31.0 58.6 100.0 (29)

グループ 4 13.6 18.2 68.2 100.0 (22)

グループ 5 5.0 15.0 80.0 100.0 (20)

事

項

数

指摘事項 1 38.9 22.2 38.9 100.0 (18)

指摘事項 2 20.0 25.0 55.0 100.0 (20)

指摘事項 3 17.4 30.4 51.8 100.0 (23)

指摘事項 4 15.0 35.0 50.0 100.0 (20)

指摘 5以上 23.1 38.5 38.5 100.0 (13)

「総到達」は，表 2の「総合到達度」を表す。

この到達値は，指摘内容の数学的にみた到達度を表そうとした数値である。しかし，教師

側からみると単純な指摘でも，学生自身にとっては大きな発見である場合もある。数学的に

見た場合は平易な発見をして学生が喜びを感じているときに，その発見の到達値を学生に示

すことはあまり教育的とは思えない。たとえば，三平方の定理の場合に，a2 + b2 = c2が成

立すれば，それらを n倍しても成立することを，n = 2, 3, · · · , 10の場合についてレポート

用紙 5枚を使って延々と書き出した学生がいる。この学生にとっては，レポート作成時には

「2倍しても成立する」「3倍しても成立する」というワクワク感があったのではないかと思

われる。平易な発見であっても，このようなワクワク感は大事にしたい。

そこで，表 7によりこの質問項目への回答状況をみると，到達度に関する新区分は，到達

値による区分や指摘事項の数でみるよりも，学生にとっての発見の有無の認識をある程度反

映したものになっているように思われる。この区分を行うには，学生のレポートを 2つの視

点で点検し，それぞれ 3段階の判定を行う。そして，その合計値を取ればよい。指摘事項の

数を数える必要もなければ，指摘事項の数学としてみた場合の到達度を判定する必要もな

い。レポートの考察の進め方について，一般性のある記述をしようとしているかどうか，ま
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た，思考の展開が次々に発展しているかどうかをみるだけである。判定者の主観がかなり混

じる部分ではあるが，数学に関する部分の判定であるので，見る人による誤差にそれほど大

きなものは現れにくいように思われる。

しかし，この新区分は，三平方の定理に関するレポートをもとにした区分である。「新し

い発見があった」とする学生の回答は年間を通しての感想であり，必ずしも三平方の定理に

関するものではない。上述の区分の仕方に一般性があるのかどうかについては，今後さらに

検討を加えていきたい。
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第6章 本研究のまとめ

6.1 試行錯誤を伴う数学教材
数ナビの数式処理機能やグラフ機能を利用して，試行錯誤を伴いながら数学的性質を発見

させる教材として実践したものを下記にまとめる。

連分数

概要 1/(1 + 1/(1 + 1/(1 + 1)))等の値について考察させる。

主な発見

• n番目の分数を an と表すと，an =
1

1 + an−1
という関係にある。分母

が次の分数の分子になり，分数と分子の和が次の分数の分母になるは，

an−1 = β
α
とおくと，

an =
1

1 + β
α

=
α

α + β
=

(an−1の分母)
(an−1の分子) + (an−1の分母)

となるからである。

• 最初の分数が分かれば，その後の分数を次々に求めることができる。
• 分数の値は，ジグザグを繰り返しながら特定の値に近づいていく。

教育効果

既約分数に直す部分は数ナビを利用するので，繁分数を学習済みであれば学年

を問わず実施できる。規則性についての発見も容易である。

発展性

フィボナッチ数列の豊富な世界につながっている。数列の漸化式や極限値につ

いて考察させることもできる。

二項定理

概要 (x+1)nを降べきの順に展開した式を見ながら，指数 nと展開式の係数との関

係についての規則性を発見させる。



　　　

主な発見
• akx

n−kの次の項の係数は ak × (n− k)÷ kである。

• 左から 3番目の係数は，1から n− 1までの和である。たとえば，n = 5

のとき 3番目の係数 10は，1 + 2 + 3 + 4 = 10である。

• nが奇数 2k + 1のとき，左と右から 3番目の係数は，n = 2k + 1に kを

掛けた数である。

教育効果

数ナビの表示する展開結果を見ながら考えるので，誰でも何らかの規則性に気

づくことができる。学年を問わないで実施可能である。単純な展開式の中に多

様な規則性が含まれていることに学生は驚嘆する。

発展性

フラクタル，フィボナッチ数列，1/(1− x)nのべき級数展開の係数とも関連し

ている 15)。(x2 + x + 1)n等の展開に発展させることもできる。

xn − 1 の因数分解

概要 xn − 1の因数分解した式の形と指数 nとの関係について考察させる。

主な発見
• 指数が nmの形の式は，xm − 1を因数に持つ。

• nが 2のべき乗のときは x
n
2 + 1が含まれる。

たとえば，x8 − 1 = (x− 1)(x + 1)(x2 + 1)(x4 + 1)である。

• 指数 nの約数の数と，因数分解された式の数とは一致する。

教育効果

数ナビに因数分解を行わさせるだけなので学年を問わず実施可能である。ただ

し，学生にとっては，(x + 1)nの展開と比べて規則性が見出しにくいようであ

る。

発展性

複素数を学んでいる場合は，zn = 1の解の図形的な意味と関連させることも

できる。

xn + a の因数分解

概要 xn + aが整数係数で因数分解できるための，自然数 n, aの条件について考察

させる。

主な発見
• x2n

+ 1は因数分解できない。

• xn + nは，n = 42k−1のときに因数分解できる。

• xn + aは nが 4の倍数で 4
√

4aが整数になるときに因数分解できる。
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教育効果

数ナビを利用していろいろな因数分解を試していくだけであるが，nと aの 2

つを自分で工夫しながら試すので，その分多様な発見がなされてくる。学生自

身での証明も十分可能な内容が多い。

三平方の定理

概要 三平方の定理 a2 + b2 = c2を満たす自然数 a, b, cにはどのようなものがあるを

考察させる。

主な発見
• A2 + x2 = (x + 1)2を満たす xについて，xの 1の位の数は 0,2,4のとき

に限られる。

• a, bが連続する場合は，32 + 42 = 52から数えて n段目を a2
n + b2

n = c2
n

とすると，an = 6× an−1 − (an−2 − 2), cn = 6× cn−1 − cn−2 という関

係がある。

• b, cが連続するとき，次のことが成立する。

(2n + 1)2 + (4(n + (n− 1) + · · ·+ 1))2 = (4(n + (n− 1) + · · ·+ 1) + 1)2

教育効果

三平方の定理というよく知られた定理に関する考察なので，関心をもって取り

組ませることができ，学生のレベルに応じて多様な発見が期待できる。

3次関数 y = x3 + ax2 + bx + cのグラフ

概要

y = x3 + ax2 + bx + cのグラフと係数の間の関連性について考察させる。

主な発見

• a > 0のとき，y = x3 +ax2の山の頂点の座標は
(
− 2

3
a, 4

27
a3

)
である。

• y = x3 + bxのグラフは，bを正の方に変化させていくとグラフは直線の

ようになり，bを負の方に変化させていくと山や谷の部分が大きくなっ

ていく。

• y = x3 + ax2 + bxと x軸との共有点の個数は 1～3個であり，必ず原点

を通る。それ以外の共有点を持つのは a2 − 4b >= 0のときであり，共有

点の x座標は x =
−a±√a2 − 4b

2
である。

教育効果

2次関数のグラフと違い，係数を少し変えるとグラフの形が大きく変わること

に多くの学生は驚くようである。微分法の導入前に課すと効果的と思われる。
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発展性

正弦関数の 1周期分を近似する 3次関数を探索的に求めさせ，級数展開につな

げることもできるであろう。清風高校の公庄は，ある生徒が正弦関数の全範囲

を f(x) = x − x3

6

(
|x| <= π

2

)
とガウス記号を用いて表すことに成功したこ

とを報告している ?)。

絶対値関数のグラフ

概要

1次関数の絶対値を含む関数のグラフについて，そのグラフの形状について考

察させる。

主な発見

提示したグラフ (p.140)に対して，下記の関数が示された。

• y = ||x| − p|+ q

• y = 1
2
|x + p|+ 1

2
|x− p| − p

• y =
|x|
−x

教育効果

絶対値を苦手とする学生が多いので，問題を提示するときは，ある程度誘導す

るような表現とした方がよい。数ナビは複素数の絶対値も計算するので，根号

を含む場合は定義域について注意が必要である。

曲線で囲まれた図形の面積

概要

曲線 y = 1− x2と x軸とで囲まれた図形の面積の求め方について考察させる。

主な発見

次のような考え方が自然になされてきた。

• 外側と内側から既存の図形ではさみ，それらの面積の中間として求める。
• 縦長の細かい図形 (台形)に分割して，それらの面積の総和として求める。

• 横長の細かい図形 (台形)に分割して，それらの面積の総和として求める。

教育効果

区分求積の考え方を自然に行う学生が現れるので，定積分の導入前に行うとよ

り効果的と思われる。

発展性

円を利用して円周率 πの近似値を考えさせてもよいであろう。
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3次関数 y = (x − a)(x − b)(x − c)のグラフ 23) (平成 15年度)

概要

y = (x− a)(x− b)(x− c)のグラフと a, b, cの間の関連性について考察させる。

主な発見
• a < b < cで b− a = c− aのとき，山と谷の y座標の絶対値は等しい。

• a < b < cで b− a = c− bのとき，

山の頂点の座標は (b− 0.57735(b− a), 0.3849(b− a)3)であり，

谷の頂点の座標は (b + 0.57735(b− a),−0.3849(b− a)3)である。

• y = (x− a)(x− b)(x− c)のグラフは，α = ab + bc + ca− a2 − b2 − c2

3
とおくと，α < 0のときに山や谷が現れる。山や谷の頂点の x座標は

A = a + b + c
3

とおくと x = A±
√
− α

3
である。また，y座標は

y =
(
A±

√
− α

3
− a

) (
A±

√
− α

3
− b

)(
A±

√
− α

3
− c

)
である。

教育効果

a, b, cは x軸との共有点の x座標であるので，y = x3 + ax2 + bx + cの場合よ

りも特徴が捉えやすいと思われる。高次不等式を扱っているときに考察させる

のが効果的と思われる。

発展性

展開して y = x(x2 + ax + b)の形の場合や，次数を上げて 4次関数

y = (x− a)(x− b)(x− c)(x− d)の考察を求めてもよい。

6.2 学生の反応
年間で 3回，数ナビを利用した試行錯誤を伴う課題を行ったことに対する感想を自由記述

で求めると，以下のような感想が得られた。

(1) 楽しかった，おもしろかった，良かった 51名 (35.9%)

(2) 勉強になった，理解が深まった 22名 (15.5%)

(3) 大変だった・面倒だったが，おもしろかった・勉強になった 33名 (23.2%)

(4) 分からなかった，難しかった 27名 (19.0%)

(5) その他の内容 9名 (6.3%)

これらの感想は成績の上下や，数学に対する好き嫌いにはよらない。成績下位の学生でも

約 70%は，この数学の自由研究を行って「(1) 楽しかった」「(2) 勉強になった」「(3) 大変

だったが，おもしろかった」という感想を持ったことになる。

以下に，このうちの主要な感想を再掲する。

• 今までは規則性がないと思っていたものでも，考えてみると色々な規則性があり，そ
の規則性を発見したときはうれしかった。
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• 自由研究をやってきて，自分でも数学に対する考え方が変わったのが良く分かった。
自由研究は，自分で新しい法則 etc が発見できるので，楽しかったです。

• 今までは，ただ計算し，理解せずに書いていたが，自由研究によって理解しながら解
けるようになった。

• 自由研究をやって，数学を前より深く考えれるようになった。
• 始めは面倒だと思っていても，いざ始めると没頭してしまった。
• 面倒な気もしていたけど，どういった仕組でこうなるというのが分かってくると，興
味や関心が少し強くなってきたので，数学の内容を深く知ることができたと思った。

• 自由研究は，出されると嫌だったけど，やってみると，とても頭を使うし，解けた時
やひらめいた時の喜びがとても印象に残った。来年もやりたい。

• 自由研究をやって，今まで考えなかった考え方をするようになった。
• 数学的な規則性を見つけることはもちろん，何に対しても観察し，何かを発見するこ
とができるようになったと思う。

• 普通の数学の授業とは違った，数学の楽しい部分があることを知った。

6.3 試行錯誤を伴う数学教材の評価
三平方の定理に関する学生のレポートを仔細に検討して，個々の指摘事項の数学としてみ

た場合の到達度を 3段階で判定した。そして，三平方の定理に関する各指摘事項の到達度の

合計をその学生の到達値とし，他のいろいろな項目との関連性を探ったところ，以下の傾向

が見られた。

• 到達値には，ある程度成績との関連性が見られる。
• 三平方の定理に関する到達値が低くとも，年間を通してみると約 60%は「新しい発見

があった」と感じている。

• 指摘事項が多くても，必ずしも「新しい発見をした」と感じているわけではない。
• 数ナビの利用頻度の高い学生の到達値は高い。
• レポートの内容を，一般性のある記述をしようとしているかどうか，また思考が次々
に発展しているかどうかをそれぞれ 3段階 (1～3)で判定し，これら 2つの項目の判

定値の合計により新な区分けを行った。新区分で高い位置にあるほど，「新しい発見が

あった」とする割合が多い。

このような試行錯誤を行わさせる課題では，学生自身にとっての発見の喜びをできるだけ

味あわせることが重要と思われる。一般性と思考の流れに関する項目を利用した区分は，学

生自身の発見体験との関わりがあることが推測されるが，他の課題で確認するまでには至ら

なかった。他の課題でも同様のことが言えるかどうかは，引き続き検討していきたい。
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6.4 試行錯誤を伴う数学教材の意義
このような試行錯誤を伴う課題の意義としては，まず，数学の 1つの問題を長時間考え抜

く体験をさせることができることが上げられる。しかも，時間をかけて考えた結果，多くの

学生に数学的な事柄を発見する喜びを成績の上下によらずに感じさせることができた。それ

は，考えさせた問題が，ちょっと考えると誰でも何かに気づく部分を含んでいたためと思わ

れる。中には，そのような部分に気付いたことで終わることなく，さらに独自の視点で問題

設定をして教師側が予想もしない内容に踏み込む学生も現れている。

このことは，学生に与える問題内容を吟味することで，数学に関する発見の喜びを，教師

側が意図的に学生に感じさせることができることを示唆している。適切な課題を継続的に与

えていけば，学生の数学に対する見方が大きく変わることも期待され，数学教育における新

な可能性が示唆されているように思われる。しかも，この効果を得るために，通常の授業体

系を大きく変更する必要はない。教師は，単に問題を提示しただけである。

また，成績下位の学生でも何らかの発見ができたのは，課題の内容に関する部分に加えて，

数学的な試行錯誤にテクノロジーとして数ナビ (数式処理電卓) を利用できたことも大きく

寄与している。このツール無くしてこのような結果は得られなかったであろう。三平方の定

理は単なる四則計算のできる電卓でも十分に考察可能と思われるが，グラフ電卓を利用する

ことで入力した式の履歴が残り，さらに考えやすかったのではないかと思われる。特に，こ

のツールの利用頻度の高い者は到達値が飛び抜けていたことは特筆されるべきである。この

ツールを使いこなした暁には，学生の思考回路が飛躍的に開花するのではないか予想してい

たが，そのことがある程度裏づけられたように感じられる。

対象とした学生は高専 1年生ということもあり，自分の発見したことの証明まで考察でき

た学生は少ない。しかし，まず数学的なことについて何かを発見する体験をさせ，それによ

り通常の問題解法では得られない喜びを感じさせることができたことだけでも，この試行錯

誤を伴う数学教材の役割には十分なものがあると思われる。

一方，教師側にとっては，問題を提示することは容易でも，提出されたレポートの点検作

業の大きさには，かなりの負担感がある。提出された多様なレポートの評価方法の確立はで

きなかったが，新な視点が得られた。今後は，さらに様々な角度から検討を加えていきたい。
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第II部

外部発表論文





3次関数の性質に関する高専1年生の自由研究

梅野 善雄∗

一関工業高等専門学校

1. はじめに
通常の数学の授業では，まず教師が数学的概念を説明する。そして，幾つかの例題をやっ

てみせた上で学生に類似の問題を課す形の授業が多い。ある程度の理解が得られたときは，

さらに応用問題を課して理解の定着と深化を図ることになる。いずれにおいても，学生は

「～を解け。」「～を証明せよ。」という形で，教師から与えられた問題を考えることになる。

限られた範囲の問題を多数こなしていく中では，幾つかの解答パターンが見えてくる場合も

ある。そうすると，今度は，効率的に解答するために「その解答パターンを覚える」という

形で学習する学生も現れてくる。それは，短期的に乗り超えなければならない学習目標があ

る場合は，極めて効率的な学習方法であるということもできよう。

一方，「数学をする」という立場に立つと，何らかの試行錯誤を伴う問題を考えさせるこ

とが有効と思われるが，そのような課題を課すことは現実にはなかなか難しいものがある。

特に，基礎力ができていない学生の場合はなおさらである。十分に能力のある学生であって

も，相当の計算力や思考力がないと，それを実行するのはなかなか困難であろう。

しかし，計算や複雑な関数のグラフ表示など，学生にとって困難な部分を数式処理機能に

任せてしまえば，ある程度の試行錯誤を行わさせることが可能になる。本校では，学生に数

式処理可能なグラフ電卓 (テキサスインスツルメント社，TI–89)を貸与している。この電卓

の機能を利用すると，関数の式を定義するだけでグラフが表示される。その描画範囲を変更

したり，x軸との共有点や極値を与える点の座標も簡単に求められる。また，数式処理機能

を利用すると，式の展開・因数分解や方程式の解法などもキー操作だけで可能である。

以下では，平成 15年度の本校 1年生がグラフ電卓を利用して行った自由研究の内容につ

いて紹介する。学生は，3次関数のグラフの性質に関して，成績の上下によらず何らかの規

則性がないかどうかを考察した。基礎力に難のある学生であっても，グラフ電卓が表示する

グラフから何かを考えることができる。成績上位の学生の場合は，自分で思考を押し進めて

数学の世界にはまっていく学生も出てきた。数学教育におけるグラフ電卓の意義や有効性に

ついて，再認識させられた思いがある。

なお，この論考は，「数学教育の会，2004年夏の集会」(学習院大学，2004.9)における発

表と，T3Japan 第 8回年会 (筑波大学附属駒場中・高等学校，2004.8) における発表をもと

に，加筆修正したものである。

∗021–8511 岩手県一関市萩荘字高梨、 http://www.ichinoseki.ac.jp/gene/mathnavi/
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2. 3次関数y = x3 + ax2 + bx + cに関する自由研究

2.1 学生に与えた課題

平成 15年度の本校 1年生 (163名)に，夏季休業の課題として，通常の問題練習の他に次

のような課題を出した。

(1) y = x3 + ax2 + bx + cのグラフは，a, b, cがどのようなときにグラフがどのように

なるか，できるだけ一般的な性質を見い出せ。

(2) y = f(x)と y = |f(x)|のグラフとの関係はどのようになっているかを考察せよ。
(3) y = 1/(x2 + ax + b)のグラフはどのようになるか，できるだけ一般的な性質を見

出せ。

(4) (x + 1)n の展開式を調べて，それらの係数の間にどのような関係があるかを考察

せよ。

この課題を出した時点で，2次関数，y = xnのタイプのべき関数，分数関数，無理関数，

そして逆関数について学生は学習済みである。この中から 1問を選択させたが，大部分の

学生は (4)を選択した。(1)を選択したものは 12名，(2)は 11名，そして (3)は 4名だけで

あった。

図 1 図 2 図 3

課題 (1)の意図は，a, b, cにいろいろな値をいれてグラフを表示させることにより，3次

関数のグラフには基本的に 3つのパターンがあることに気づかせようとすることにあった。

3次関数の増加・減少や極値を調べることは微分法を学習する 2年まで待たなければならな

いが，単に係数をいろいろ変えながらグラフを表示させるだけで，学生は次のようなことを

指摘してきた。以下では，(1)を選択した 12名の学生のレポートの概略を紹介する。

2.2 係数 aの意味

図 1のタイプはどのようなときかに関して，「aの値を大きくしていくと山が大きくなる。」

というような表現で係数 aの役割が指摘されている。ある学生は，「b, cを固定して aを増加

させていくと左側に山ができ，反対に aを減少させていくと右側に谷ができる。」(図 4, 図

5) ことに気づいている。

この指摘は正しい。実際，y = f(x) = x3 + ax2 + bx + cとおくと，y′ = 3x2 + 2ax + bよ

り，極値を持つのはD/4 = a2 − 3b > 0のときである。したがって，bを固定して |a|を増
加させて
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図 4 図 5 図 6 図 7
a = 1, 2, 3 a = 1,−2,−3 b = 1, 2, 3 b = −1,−2,−3
b = c = 1 b = c = 1 a = c = 1 a = c = 1

いくとD > 0となり f(x)は極値を持つようになる。x = α, βのときに極値を取るとすると，

|f(α) − f(β)| = 4
27

√
(a2 − 3b)3 であることより，bを固定して |a|を増加させていくと極

大値と極小値との差は増加していく。また，極大値・極小値の一方があまり変化しないこと

は，微分法を利用すると次のようにして確認できる。

今，b, cを固定して aを変化させる場合を考える。f ′(x) = 3x2 + 2ax + bであるから，極

小値を取るのは α =
−a +

√
a2 − 3b

3
のときである。そこで，極小値 f(α)を aの関数とみ

て aで微分すると，

d
da

f(α) = 3α2 dα
da

+ α2 + 2aα dα
da

+ b
dα

da

= (3α2 + 2aα + b) dα
da

+ α2

= α2 = − 2
3

aα− b
3

= 2
9

a · (a−
√

a2 − 3b)− b
3

これより，a →∞のときは，
d
da

f(α) = 2
9

a · 3b

a +
√

a2 − 3b
− b

3

= 2
9
· 3b

1 +
√

1− 3b/a2
− b

3
→ 0

である。したがって，a →∞となるにつれ，極小値はあまり変化しなくなることが分かる。
a → −∞のときは，極大値に関して同様である。
多数のグラフを表示させてみる中で，それらのグラフは全て点対称であることに気づいた

学生もいる。その学生は，「対称点の位置は a > 0のときは x軸の負の側にあり，a < 0のと

きは x軸の正の側にある。」ことを指摘している。この指摘も正しい。実際，y′′ = 6x + 2a

であることから，変曲点の x座標は− a
3
である。対称性を指摘してきた学生も，その x座

標を求めようとすればさらに考察が深まったと思われる。

2.3 係数 bの意味

係数 bについては，「bの値を大きくすると直線に近づいていく。」(図 6) というような表現

で，その役割が指摘されている。ある学生は bだけではなく aとの関係にも注目して，「bが

大きくて aが小さい場合は直線に近いグラフになる。」としている。実際，bが大きくても，

たとえば a = b = 5であればD > 0となり極値が現れる。
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また，ある学生はグラフ電卓の機能を利用してグラフと x軸との交点の座標を求めてい

る。そして，bを大きくしていくと交点の x座標が 0に近づいていくことなどから，「bが大

きくなると y軸に近づいていく。」としている。反対に，bの値を小さくすると「グラフの波

が大きくなる。」(図 7)ことも指摘されている。

これらの指摘も正しい。実際，y′ = 3x2 + 2ax + b = 0の判別式はD/4 = a2 − 3bである

ので，bを正の側に増加させていくとD < 0となる。このとき y′ = 3
(
x + a

3

)2
− D

3
> 0

であるから，yは単調増加になり bが大きいほど接線の傾きも大きくなる。

逆に，b → −∞のときはD = a2 − 3b > 0となるので，yは極値を持つようになる。今，

x = α, β (α < β)のときに極値を取るとすると，α, βは 3x2 + 2ax + b = 0の解であるから，

d
db

f(α) = α =
−a−√a2 − 3b

3
, d

db
f(β) = β =

−a +
√

a2 − 3b

3

となるので，b → −∞につれ極値の変化の割合も大きくなる。つまり，この場合は，極大値
と極小値の両方の絶対値が大きくなる。

2.4 学生の考察の仕方

数学の学習で，このような試行錯誤を通して何かを発見するような課題は，学生にとって

も初めての体験だったと思われる。その考察の仕方は，大きく分けると次の 3つパターンに

分類できる。

(1) 2つの係数を固定して残りの 1つの係数だけを変化させてグラフの変化を調べたたもの。

例えば，y = x3 + ax2 + x + 1において aの値を変えてグラフの形状を比較する。

(2) 係数の符号により場合分けして調べたもの。

例えば， 係数はすべて |a| = |b| = |c| = 1の場合だけを考え，それらの符号の違いによ

るグラフの形状変化を比較する。

(3) 脈絡のないままグラフを表示させて，その特徴を述べたもの。

全般的に，グラフ電卓が表示するグラフの特徴を述べているだけの内容が多かったが，考

え方次第では，1年生でも極値などについて気づくことが可能であったと思われる。たとえ

ば，y = x3 + ax2, y = x3 + bx, y = x3 + cとして，問題を簡易化して考えていけば，x軸

との共有点や極値のあり様について容易に気づくことができたであろう。また，グラフが図

1と図 2のタイプに分かれるのは係数がどのようなときであるかを追及していけば，それが

a2 = 3bのときであることを試行錯誤的に突きとめることも可能であったと思われる。

対象学生は微分法をまだ学んでいないので，「何故か？」という部分に考察を進めることは

できなかった。また，数学的な考え方自体に慣れていないこともあり，限られた例だけから

「a > 0のときは」というような一般的な述べ方をしている者も多かった。また，y = x3+ax2

で考える等，問題を限定して考えた学生はいなかった。作業としては，グラフ電卓の表示す

る内容を単純に眺めるだけのことであるが，それでも学生は次のような感想を書いている。
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• 僕は最初，y軸と交わる点が決まるのは cの値だと予想していたが，全く

その通りだったので自分で自分をすごいなあと思いました。

• こういう電卓みたいなものでやっていると，勉強みたいじゃなくて，楽し
かったので，これ以上もっと調べてみたいと思った。

教師側が「あたり前」と感じている部分でも，それを学生が自分で気づいた場合は大きな

感動として残ることを改めて実感させられる。また，このようなツールを利用することで，

楽しみながら数学に触れさせることができることの意義も大きいものがあると思われる。

3. 3次関数y = (x − a)(x − b)(x − c)に関する自由研究
前節で与えた関数 y = x3 + ax2 + bx + cは，3つの係数 a, b, cについて考えなければなら

ないので，学生はグラフの特徴を捉えにくかったかもしれない。この課題を選択した学生が

少かったことも，そのことを暗示しているように思われる。

そこで，今度は，因数分解された形でグラフの特徴を捉えさせることにした。時期は 11

月下旬である。なお，この時期，別な教員の担当する科目では，表を作成することによる高

次不等式の解法を扱っている。

3.1 学生に与えた課題

学生に与えた課題は，以下のような内容である。

次のグラフは，a, b, c, dがどのようなときに，どのようなグラフになるか。1つ

以上を選択して，各自の考察結果をまとめて提出せよ。

(1) y = (x− a)(x− b)(x− c) (2) y = x(x2 + ax + b)

(3) y = (x− a)(x− b)(x− c)(x− d) (4) y = x2(x2 + ax + b)

この課題には 1ヶ月の考察期間を与えた。これらがどのようなグラフであるかは，授業で

は一切触れていない。半数以上の学生は (1)を選択した。課題 (1)の意図は，次の 3点であ

り，極めて単純なことを意図しただけである。

i©いろいろな a, b, cについてグラフを表示させてみることにより，3次関数のグラフ

の特徴を捉えてほしいこと。

ii© a = b = c，a = b < c，a < b = c，そして a < b < cのときとで場合分けして，そ

のグラフの特徴 (x軸と交わるのか接するのか等)を押さえてほしいこと。

iii© x軸との共有点は，x = a, b, cであることを確認してほしいこと。

図 8 図 9 図 10 図 11
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なお，前節の夏期休業の課題については，出題者側の意図や解説とともに，誰がどのよう

なことに気づいたか等をプリントにまとめ，学生に配布した。学年末に書かせた自由研究に

関する学生の感想を見ると，そのプリントに自分の名前が載っていると励みになったようで

ある。また，他の学生がすごい発見をしているのを見て，次は自分も頑張ろうという気持に

なったようである。そのようなこともあってか，全般に，レポートの記述内容は，夏期休業

の課題のときよりもレベルアップしているように感じられた。

以下は，課題 (1)に関して学生が気づいた内容である。

3.2 学生による指摘事項

グラフ電卓が表示するグラフを見て，そこから一般性のある特徴を見抜くことを求めた

が，実に多くのことが指摘されている。式の形を因数分解された形で提示したことにより，

グラフの特徴が捉えやすかったためではないかと思われる。その特徴について理由を添えて

言及している学生は少なかったが，何かを「発見した」という思いを，成績の良し悪しに関

わらず感じさせることができたことの意義は大きいと思われる。

グラフのタイプ

• グラフは，基本的に図 8～図 11のパターンしかない。

• a = b = cのときは，y = x3を x軸方向に aだけ平行移動したグラフである。

• a, b, cを同じ数だけ変えると，グラフは横にずれる。

• y = (x − a)(x − b)(x − c)の x − a, x − b, x − cが左端とか中央にあるとかの位置は，

グラフの形とは特に関係がない。

• a < b < cで b− a = c− b = k(定数)のときは，同じグラフを x軸方向に平行移動し

ただけである。

• a = ki, b = −ki, c = 0のときは，|k|が大きくなるにつれグラフの傾きが急になる。
(このとき，y = (x− ki)(x + ik)x = x(x2 + k2)より，y′ = 3x2 + k2である。)

軸との共有点

• x軸との共有点の x座標は x = a, b, cである。

• y軸との共有点の y座標は−abcである。

• x軸との共有点は，a, b, cがすべて等しいときは 1個，2つが等しいときは 2個，すべ

て異なるときは 3個である。

• a, b, cのうちどれか 2つが等しいと，そこで x軸と接する。

• a \= b = cのときは x = b = cで x軸に接する。

• y = x2(x− a)は原点を通り，x軸との他の共有点は x = aである。

• a, b, cのうちの，どれか一つが 0だと原点を通る。

グラフの対称性

• y = (x− a)(x + a)2と y = (x + a)(x− a)2は，原点に関して点対称である。

(実際，f(x) = (x− a)(x + a)2のとき，−f(−x) = (x + a)(x− a)2である。)

• a, b, cの符号をすべて逆にすると，原点に関して対称なグラフになる。
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• y = (x−a)(x+b)(x+c)と y = (x+a)(x−b)(x−c)，それから y = (x+a)(x−b)(x+c)

と y = (x− a)(x + b)(x− c)は，原点に関して対称である。

• y = x(x− a)(x + a)は，原点に関して点対称である。

• 3次関数のグラフは，すべて点対称である。

• グラフの山の部分や谷の部分は，部分的に y軸と平行な直線に関して対称に見えるが，

そのような対称性はない。

• y = (a− x)(b− x)(c− x)のグラフは，y = (a− x)(b− x)(c− x)のグラフと x軸に関

して対称になる。

山と谷

• a = b = c以外のときは，必ず山と谷ができる。

• a, b, cの値の増加，減少により，山や谷の大きさが変わる。

• a, b, cが互いに近づくほど，グラフの山と谷との y座標の差は小さくなる。

• a, b, cの値の差が大きくなるほど，山や谷が大きくなる。

• a < b < cのとき，aの値が小さいほど左側の山が大きくなり，cの値が大きいほど左

側の山は小さくなる。

• a < b < cで b− a = c− bのとき，山と谷の y座標の絶対値は等しい。

• 山が y < 0，谷が y > 0となることはない。

• a > 0のとき，y = x2(x− a)のグラフは，aが大きいほど y < 0となる xの範囲が広

がり，yの最小値も小さくなる。

• a, b, cを同じ数だけ増減させても，グラフの山と谷の y座標は変わらない。

その他

• c = 0で a, bが複素数のときは，a = α + βi, b = α− βiの形のとき以外は，グラフが

表示されない。

• 3次不等式でグラフを利用すると，表を書くより簡単に解が求められる。

• a > b = cのとき b < x < aでは y < 0であり，a = b > cのとき c < x < bでは y > 0

である。

• 定義域や値域は実数全体である。

3.3 極値に関する言及

提出されたレポートの中で，2名の学生が，この関数の極値を求める方法について言及し

てきた。ただし，「極値」という術語はまだ学習していないので，学生は山・谷の頂点とか最

大値・最小値という言葉で表現しているが，内容的には極値に関する考察になっている。

阿部裕司君のレポート 阿部君は，x軸との共有点の座標が a, b, cであることや，y軸との

交点は −abcであることに触れた後，グラフの形には，a, b, cがすべて異なるときや，a =

b, b = c, a = b = cのときの 4つのパターンがあり，a = b = cのときは y = x3のグラフを

x軸方向に平行移動したものであることをあっさりと見抜く。そして，b− a = c− bのとき

の極値について考察をすすめる。
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まず，b− a = c− bの値 (この値を阿部君は「垣間」と呼

んでいる）を少しずつ大きくしながら，極大値をグラフ電

卓の機能により求めて表を作成する。そして，3次関数であ

ることや，垣間が 1のときの極大値は 0.3849であることか

ら，他の場合は 0.3849× (垣間)3ではないかと予想し，表か

ら正しいことを確認する。実際，0.3849 × 33 = 10.3923で

ある。

垣間 極大値
1 0.3849
2 3.0792
3 10.3923
4 24.6336
5 48.1125

次に，極値の y座標が分かる以上は x座標も求まるはず

であると考え，同じ条件の関数として y = (x − j)x(x + j)

を考え，jの値と極大値を与える x座標との関係を調べる。

そして，同様の表を作成する中で，極値を与える点の x座

標は j に比例していて x = −0.57735j であることに気づい

ている。

j 頂点の x座標
1 −0.57735
2 −1.1547
3 −1.73205

以上を y = (x− a)(x− b)(x− c), (a < b < c)の場合について述べて，次の結論を得る。

Â

Á

¿

À

b− a = c− bとなる式において，

山の頂点の座標は (b− 0.57735(b− a), 0.3849(b− a)3)であり，

谷の最下点の座標は (b + 0.57735(b− a),−0.3849(b− a)3)である。

この結論は正しい。実際，平行移動すれば y = x(x2 − a2) = x3 − a2x, (a > 0)のタイ

プを考えることになり，y′ = 3x2 − a2であることから極値をとるのは x = ±a/
√

3のとき

である。このときの y 座標は y = ∓(2
√

3/9)a3 である。この値を小数に直すと，1/
√

3 =

0.57735, 2
√

3/9 = 0.3849である。

阿部君はこの結論で満足することなく，次には a = bのときの谷の頂点について考察す

る。問題を簡単にするため a = b = 0の場合について考え，y = x2(x − c), (c > 0)の谷の

頂点の y座標と cとを対応させた表を作る。そして，極大値の場合の結果から類推して，容

易に x座標は 0.666667cであり，y座標は−0.148148c3であることを見抜いている。

c 頂点の x座標 yの最低値
1 0.666667 −0.148148
2 1.33333 −1.18519
3 2 −4
4 2.66667 −9.48148
5 3.33333 −18.5185

⇓ ⇓
0.666667c −0.148148c3

x

y

O

y = x2(x− c), c < 0のときの山の頂点についても同様であることから次の結論を得る。
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y = (x− a)2(x− b), (a < b)となる式において

谷の最低値の座標は (a + 0.66667(b− a),−0.148148(b− a)3)であり，

y = (x− a)(x− b)2, (a < b)となる式において

山の最大値の座標は (a− 0.666667(b− a), 0.148148(b− a)3)である。

この結論も正しい。実際，y = x2(x− a) = x3− ax2の場合，y′ = 3x2− 2axであるから，

極値を取るのは x = 0, 2a/3のときである。このときの y座標は，y = 0,−4a3/27であり，

小数に直すと 2/3 = 0.666667, 4/27 = 0.148148である。

阿部君の思考過程を見ると，まず，考えやすいように問題を簡易化し，段階を追って状況

をグラフ電卓を利用して調べ，それをもとに類推し，そして正しいことを確認する。確認し

た後は，さらに別な問題設定をして，同様のことを繰り返すという，まさに数学的思考その

ものが行われている。この学生は，成績上位の学生である。

3.4 熊谷一生君のレポート

この学生は，文字式の計算で極値を求める式を発見してきた。熊谷君は，放物線 y = ax2 +

bx + cの場合は y = f(x) = ax2のグラフを適当に平行移動して y = f(x− p) + qの形に表

せたことから，この 3次関数についても同じような変形ができないだろうか，ということを

考える。そして，放物線の場合の変形過程の類似計算を手計算で行うことにより，

ax3 + bx2 + cx + d = a
(
x + b

3a

)3
+ a

{(
c
a
− b2

3a2

)
x +

(
d
a
− b3

27a2

)}

を導き，(x− a)(x− b)(x− c)の展開式にあてはめて

(∗) (x− a)(x− b)(x− c) =
(

x− a + b + c

3

)3

+
−(a2 + b2 + c2) + ab + bc + ca

3
x

+
(a + b + c)3

27
− abc

を得る。放物線の場合の類似で考えると，y軸方向の平行移動が

−(a2 + b2 + c2) + ab + bc + ca

3
x +

(a + b + c)3

27
− abc

となるが，xが含まれているので，この部分は y軸方向の平行移動を表すとはいえないこと

に気づく。そこで，彼は，




y =
−(a2 + b2 + c2) + ab + bc + ca

3
x +

(a + b + c)3

27
− abc　　　 1©

y =
(

x− a + b + c

3

)3

2©
y = (x− a)(x− b)(x− c) 3©
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の 3つのグラフを別々に描いてみて， 1© 3©のグラフの共有
点の x座標は， 2©のグラフの x軸との共有点の x座標と一

致することに気づく。そして， 1©式に xが含まれているた

めに，それを 2©式に加えると単なる平行移動ではなくグラ
フ自体が変わってしまうのだと考える。したがって，3次関

数の波の打ち方には， 1©の 1次式の傾きが大きく関わって

おり，y = f(x− p) + qの式において，(∗)式の右辺の xの

1次の項は f(x)の方に含めて考えるべきであるとの結論に

至る。

1©2©

3©
x

y

O

そして，f(x) = x3 + Axの 1次式の係数Aを求めるため，以下のような変形を行う。

A =
a + b + c

3
, B =

a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

3
とおくと

(∗)式の右辺 = (x−A)3 −Bx + A3 − abc

= (x−A)3 −B(x−A) + A3 −AB − abc

となることから，以下を得る。

'

&

$

%

y = (x− a)(x− b)(x− c)のグラフは，

y = x3 − a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

3
x

のグラフを，x軸方向には
a + b + c

3
，y軸方向には

(
a + b + c

3

)3

− (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)
9

− abc

だけ平行移動したものである。

次に，彼は，y = x3 +αxのグラフを考察す

る。彼は，すでに，3次関数のグラフの波の打

ち方は，この関数のαの値に依ることを知って

いる。そして，y = x3 + αxのグラフは α >= 0

のときは波を打たず，α < 0のときに波を打

つことに気づく。y = (x− a)(x− b)(x− c)の

多くのグラフは波を打つことから，この関数

の αに相当する式から

−(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca) <= 0

という仮説を立てるが，彼は証明はできなかった。しかし，周知のように，この不等式は
1
2

{
(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2

}
>= 0
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と変形できるので，熊谷君の仮説は正しい。

次に，y = x3 +αxのグラフの極値に関心を寄せ，極

小値を与える x座標をグラフ電卓の機能を利用して求

める。そして，α = −1のときの極小値は x = 0.57735

のとき，α = −2のときの極小値は x = 0.816497のと

き，α = −3のときの極小値は x = 1のときであり，

x

y

O

(0.57735)2 = 0.33333 ; 1
3

, (0.816497)2 = 0.66667 ; 2
3

, 12 = 1 = 3
3

であることから，α < 0のとき y = x3 + αxの極小値は x =
√
−α/3のときであるというこ

とを発見する。また，多数のグラフを表示させる中で，この関数は点対称であるということ

も見抜いている。そして，これらを y = (x− a)(x− b)(x− c)の平行移動に関する事柄と重

ね合わせることにより，次の結論を得る。
'

&

$

%

X =
a + b + c

3
, α = − 1

3
(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca) とおくと，

y = (x− a)(x− b)(x− c)の変曲点の座標は (X, (X − a)(X − b)(X − c))であり，

極大値は
(
X −

√
− α

3
,

(
X −

√
− α

3
− a

)(
X −

√
− α

3
− b

)(
X −

√
− α

3
− c

))

極小値は
(
X +

√
− α

3
,

(
X +

√
− α

3
− a

)(
X +

√
− α

3
− b

)(
X +

√
− α

3
− c

))

のときである。

変曲点や極大値・極小値という言葉を彼はまだ学習していないが，グラフの山や谷の頂点

の座標と点対称となる中心点の座標を，記号も含めて上記の形で明確に表現している。

この学生も成績上位の学生であるが，手計算を交えながら，グラフ電卓をまさに思考の

ツールとして利用している。学年末に書かせた感想では，「自由研究は，やっているうちに，

どんどんおもしろくなってきて，めちゃくちゃ頑張りました。」と書いている。内容的にも

立派な数学を行っているといえよう。

4. 自由研究に関する学生の感想
貸与したグラフ電卓が返却される学年末には，自由研究を行った感想について自由記述を

求めた。以下は，その自由研究を行った高専 1年生の感想である。

• 数学は奥が深いなあと思いました。
• 数学とはおもしろいものだなあと思いました。
• 自由研究を通して，より数学に興味がもてた。
• 規則性をみつけたとき，とてもうれしかったです。
• 問題演習よりやりがいがあった。
• 問題を解くのではなく，自分で発見するところが苦労でもあり楽しかった。
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• 通常の課題の倍以上の時間がかかったが，その分，自分で何かを発見できたりすると
うれしかった。

• 考えても疑問がまた出てきて，またそれについて考えるのが楽しかった。
• 解説プリントでは，他の人の考え方がのっていて，新しい視点をみつけれた。
• グラフについての特徴，性質などを発見するのが楽しかった。数学とは，調べてみる
と沢山のことが発見できるんだと思いました。

• グラフの規則性を見つけるのは楽しかったけど，言葉にうまく表せなかった。
• けっこう難しかったが，あたらしい知識を得ることができた。
• どの値がどうなっているときに，どのようなグラフになるかを 1つ 1つするのが面倒

くさいと思ったけど，達成感が得られました。

• 難しかったけど，いろんな発見があった。
• 普段あまりしない「良く見て考える」といったことをする機会になったと思う。
• ただの式だけだとやる気がしない課題でも，数ナビのグラフ機能を使うと分かりやす
いし，楽しいのでやりがいがあった。数学の楽しさが分かったような気がした。

• 解説プリントでは，すごい発見をしている人がいることが分かって，自分ももう少し
頑張れば良かったと思った。

• まったくできなかったので，とてもつらかった。

5. 数学における自由研究の意義
通常の問題演習では，学生は教師から与えられた問題を「解く」ことが中心になる。そこ

では正解か誤答しかない。しかし，この自由研究では，提示された課題の中から自分で関心

を持ったことを調べて，それに関する自分の思考過程をレポートにまとめることが求められ

る。グラフを描くことではなく，グラフ電卓に表示されるグラフから何を読み取り，それを

どのように考えるかが問われることになる。

ある学生は，単にグラフ電卓の表示する内容を幾つか書いて，その特徴を述べるだけに留

まっている。ある学生は，a, b, cのうち 2つを固定して，一つの値を少しずつ変えながらグ

ラフを表示させ，その値の意味する内容を汲み取ろうとしている。ある学生は，最初に予想

を立て，その予想が正しいことをグラフ電卓を利用して確認しようとしている。また，ある

学生は，手計算も交えながら考察を進めようとしている。まさに，学生のレベルに応じた

様々なまとめ方がなされている。

そして，学生の感想を見ると，通常の問題解法と比べて，「次々に自分で問題を設定して考

える」「自分で何かを発見する」という部分に，おもしろさ，達成感，やりがいを感じたよ

うである。グラフ電卓を利用することで，個々の学生の能力に応じてそれなりの発見があっ

た。教師側が「あたり前」と感じる部分でも，それが「あたり前」ではない学生にとっては

大きな発見である。そのことを，成績の上下に関わらず体験させることができたことに，特

に大きな意義があると思われる。
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また，提出されたレポートにどのようなことが書かれていたかは，後でプリントにまとめ

て学生に報告した。その中では，学生が指摘してきた事項と共に，それに気づいた学生の氏

名も含めた。同じ問題を考える中で，他の学生がどのように考えたのかを自分の考えと比較

することができる。そのプリントに自分の名前が載ることは大きな励みであると同時に，自

分の気づかなかったことを同学年の他の学生が気づいたということには大きな刺激を受けた

と思われる。

なお，学生にグラフ電卓を貸与はしているが，実際の授業の中では積極利用することはあ

まりなかった。授業の内容は関数についてであるので，学生は必要に応じて関数のグラフを

確認することに使用した。日常の授業は，黒板を利用した伝統的な数学の授業である。つま

り，これらの課題を与えるにあたって，特段の指導は全くしていないことを強調しておきた

い。学生に説明したのはグラフ電卓の使用法だけある。与えられた課題をどのように考えて

レポートにまとめるべきかは，すべて学生が自分で考えて行ったことである。

しかし，その一方では，「まったくできなかったので，つらかった」という感想も少なから

ずあった。これらの学生には，何らかの配慮をすることが必要と感じられた。

6. おわりに
学生に与えた課題自体は，特に新規性のあるものではない。グラフと x軸との共有点のあ

り方により，グラフの形状に対する感覚をつかんでもらえればということを意図しただけの

課題である。単純な課題であるにも関わらず，提出されたレポートは，それぞれが一般性の

ある性質を求めて探究を試みており，相当に苦心したことがうかがわれるものばかりであっ

た。自分で問題意識をもち，それを解決しようと試みる行為を，多くの学生が体験した。グ

ラフ電卓なくして，このような体験をさせることはできなかったであろう。既存の単純な課

題を与えるだけで，学生の方で勝手に問題を膨らませて数学を楽しんでいる趣がある。グラ

フ電卓の利用法の裾野の大きさと教育上の限りない効果を，改めて感じさせられた思いが

する。

なお，この研究の一部は，平成 16・17 年度科学研究費補助金・基盤研究 (C)，課題番

号 16500566の支援を受けて行われた。
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試行錯誤で「三平方の定理」を考える

一関工業高等専門学校

梅野 善雄†

1. はじめに
数学は，論理的思考の積み重ねにより作り上げられている。いろいろな定理の証明は，理

路整然とした論理で構成されているが，その証明の論理は必ずしも最初から備わっていたわ

けではない。いろいろな試行錯誤の中から得られた結論としてのものであることも多い。ま

た，証明を考える以前に，まず「定理」となりうる数学的事実を見出すことが先決であり，

それを見出す過程においては，かなりの試行錯誤を伴うものである。

したがって，数学教育でも試行錯誤を伴う課題を中り入れることが望ましいと思われるが，

そのような試行錯誤を行うには，いろいろな数・式の計算，方程式・不等式などの解法，さ

らには，いろいろな関数のグラフをイメージできることなど，数学の基礎が十分備わってい

ることが必要になってくる。そのため，数学の成績が低迷している学生に，このような課題

を課すことは難しくなってくる。

しかし，その基礎的な部分にテクノロジーによる数式処理機能を補助的に活用させるこ

とにより，成績が下位にある者にも数学上の試行錯誤を行わさせることが可能である。以下

では，平成 16年度の一関高専 1年生に，テクノロジーとして数式処理のできるグラフ電卓

(TI–89)を利用させて，三平方の定理について考察させたときの結果を報告する。

2. 数式処理電卓と自由研究

2.1 授業内容と数式処理電卓の貸与

平成 16年度，著者は 1年生 (167名)の基礎数学 I (3単位)を担当した。本校では，数式処

理のできるグラフ電卓 (TI–89)を 1学年分購入している。いろいろな計算の答え合わせや，

関数のグラフ表示などの確認のために利用されることを期待して，著者の授業ではこの電卓

を貸与している。平成 16年度の貸与時期は 7月中旬である。貸与直後に，基本的な使用方

法と代数機能・グラフ機能の使い方を説明した。以後，学生は計算の答え合わせやグラフの

確認等で利用した。

担当科目の授業内容を次頁の通りである。その内容から授業中に積極的に活用させる場面

は少なかったが，この電卓のグラフ機能や数式処理機能を利用すると学生に数学上の試行錯

誤を行わさせることができる。そこで，夏季休業，10月下旬，冬季休業の計 3回にわたり，

数学上の試行錯誤を伴いながら何らかの数学的な規則性を見出させる課題を与えた。課題

†E-mail: umesan@ichinoseki.ac.jp [URL] http://www.ichinoseki.ac.jp/gene/mathnavi/
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は複数題を与え，その中から自分で選択させるようにした。考察期間は約 1ヶ月，提出率は

88%～95%である。

'

&

$

%

基礎数学 Iの授業内容

数と式の計算

整式の計算：整式の加減，乗法，因数分解，整式の除法，剰余の定理と因数定理

いろいろな数と式：分数式の計算，実数，絶対値，平方根の計算，複素数の計算

方程式と不等式

方程式：2次方程式，解と係数の関係，分数・無理方程式，恒等式，等式の証明

不等式：不等式の性質，1次不等式，2次不等式，連立不等式，高次不等式，

不等式の証明，集合，命題

図形と式

点と直線：2点間の距離と内分点，直線の方程式，2直線の関係

2次曲線：円，楕円，双曲線，放物線，2次曲線の接線，不等式と領域

2.2 自由研究の内容 (冬季課題)

冬季休業中には，通常の練習問題の他に自由研究の課題も課した。いわゆるオープンエン

ドの問題である 4)。しかし，通常の演習問題と自由研究の締切を同一日に設定すると，学生

側の心理としては円周問題を解いたことで安心してしまい，自由研究の方がおろそかになる

ようである。そこで，自由研究については，その締切日を 2週間ずらして設定した。

学生に提示した課題は，以下の内容である。

(i)三平方の定理「a2 + b2 = c2」を成立させる自然数 a, b, cに関する考察

(ii)自然数 n, aについて，xn + aが因数分解できるための n, aの条件に関する考察

(iii)関数 y = (x− a)(x− b)(x− c)のグラフと定数 a, b, cとの関係に関する考察

(iv)各自が設定した独自の問題に関する考察

数学の通常の問題は，「計算せよ」「解け」「証明せよ」というタイプが多い。この課題のよ

うに，数学に関することで「～について考察せよ」と言われても，学生は何をしてよいのか

戸惑うと思われた。規則性に気づくことのできない学生でもまとめることができるように，

次のような解説をした。

まとめ方は自由です。数ナビにどのようなことをやらせたらどのような結果

が表示されたか。いろいろやっているうちにどのようなことが予想されてきた

か。その予想を確かめようとして，どのようなことをしたか。その予想が正し

いことを，どのような理由で確信したか。あるいは，その予想が誤りであるこ

とを，どのようにして分かったか。あるいは，どのようなことが原因で，その予

想の真偽を確かめることができなかったか。などなど，各自の思考の経過をま
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とめればよいのです。予想が正しいと確信できるときは，その証明も考えてみて

ください。また，いろいろやってみたが，規則性は分からなかった，というとき

は，どのようなことをやってみたのか，そのやった内容を書いてください。

この課題の提出率は 91%であった。各課題を選択した学生は，それぞれ，(1) 94名，(2) 42

名，(3) 14名，そして (4) 2名である。(1)は「三平方の定理」という，すでに既知の定理に

関することなので，学生は取り組みやすいと感じたのであろう，半数強 (56%)が (1)の課題

を選択した。

独自に問題を設定して考えてきた 2名の内容は，「角の 3等分の作図問題に関する考察」と

「aと
√

aとの関係に関する考察」である。前者の学生は，「作図不能と聞いていたが，でき

そうに思ったので考えてみた」と書いているが，当然ながら作図はできていない。後者の学

生は，「この 2つの数がどのような関係になっているのか，以前から気になっていた」とのこ

とであった。しかし，いろいろな値を試しているうちに，「単に 2乗すればよく，極めて簡単

なことであった」と自分で気づいている。

3. 「三平方の定理」に関する学生の発見
冬季休業の課題で，167名中 94名の学生が「三平方の定理」に関する課題を選択した。こ

の課題を学生に課したときの解説は，以下のような内容である。

三平方の定理を成立させる簡単な自然数として，32+42 = 52や52+122 = 132

が良く知られています。このような自然数は，他にどのようなものがあるでしょ

うか。3, 4, 5のように，連続する 3つの自然数で三平方の定理を満たすものは

他にあるでしょうか。5, 12, 13のように，3つのうち 2つが連続するような数

で三平方の定理を満たすものは，他にあるでしょうか。つまり，a2 + b2 = c2が

成立するような自然数 a, b, cをできるだけたくさん見つけてください。そのよ

うな自然数では，a2 = c2 − b2 も成立しています。そして，そのような自然数

a, b, cは，どのような仕組で作り出されているのか，それを作り出す仕組につ

いて考えてみてください。数ナビの操作ばかりではなく，ある程度の手計算も交

えながら考えてみください。

次頁に，三平方の定理 a2 + b2 = c2 (a < b < c)が成立する具体例を幾つかあげておく。

学生は，まずこのような具体例を書き出して，それを元に，どのような規則性があるかを考

えている。

表 1は，学生から指摘されてきた事項を指摘の多い順にまとめたものである。いろいろ考

えてみる中で，三平方の定理に対する認識を深めてもらいたいという意図で出した課題であ

り，単純な指摘だけしか予想していなかったが，提出されたレポートを見ると，そのまとめ

方は千差万別である。友人のレポートを写したと思われるものは数えるほどしかなく，自分

なりに精一杯考えて書いていることが感じらる内容ばかりあった。三平方の定理に関して一

般的に知られている式の指摘のみならず，学生からの指摘で著者が始めて知る性質もあった。
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a, b, cが連続するとき： 32 + 42 = 52

a, bが連続するとき： 32 + 42 = 52

202 + 212 = 292

1192 + 1202 = 1692

6962 + 6972 = 9852

40592 + 40602 = 57412

b, cが連続するとき 32 + 42 = 52

52 + 122 = 132

72 + 242 = 252

92 + 402 = 412

112 + 602 = 612

132 + 842 = 852

152 + 1122 = 1132

連続しないとき 62 + 82 = 102

82 + 152 = 172

102 + 242 = 262

122 + 352 = 372

142 + 482 = 502

4. 学生の行った「試行錯誤」

4.1 平方数の 1の位に着目した学生

S君は，数 xを 1ずつ増やすとき，その平方数 x2を x = 53のときまで求め，それらの 1

の位の数の変化に着目する。

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

x2 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81

差 1 3 5 −3 −1 1 3 −5 −3 −1

x 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

x2 100 121 144 169 196 225 256 289 324 361

差 1 3 5 −3 −1 1 3 −5 −3 −1

S君は，まず，連続する数の平方数を計算して，その 1の位に注目する。そして，1の位の

数は 0− 1− 4− 9− 6− 5− 6− 9− 4− 1− 0が繰り返されていること，それは 5を中心に対

称になっていることに気づく。次に，その 1の位の数の差をとると±1−±3−±5−±3−±1

が繰り返され，やはり 5を中心に対称になっていることに気づく。
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表 1：三平方の定理に関する学生の発見

No 三平方の定理 a2 + b2 = c2 に関する学生の発見 数
(1) a2 + b2 = c2 が成立すれば，(na)2 + (nb)2 = (nc)2 も成立する 48
(2) a, b, cが連続するのは，a = 3, b = 4, c = 5のときしかない 44
(3) b, cが連続するとき，aは奇数である 32
(4) b, cが連続するとき，それらは 4の倍数ずつ増えていく 26
(5) b, cが連続するとき，a2 = b + cである 20
(6) b, cが連続するとき，a, b, cのうちの 2つの数は奇数である 14
(7) b, cが連続するのは，奇数 aに対して

b = (a2 − 1)/2, c = (a2 + 1)/2のときである 8
(8) b, cが連続するのは，a2 を 2で割った商を bとすればよい 5
(9) 連続する 2数の平方の差は奇数である 3
(10) b, cが連続する場合として，次の場合がある。

(2n + 1)2 + (2(n2 + n))2 = (2(n2 + n) + 1)2 3
(11) a, bが奇数のとき，a2 + b2 = c2 は成立しない 3
(12) a, bが連続するとき，c2 = 2ab + 1である 2
(13) b, cが連続するとき，次のことが成立する。

(2n+1)2 +(4(n+(n− 1)+ · · ·+1))2 = (4(n+(n− 1)+ · · ·+1)+1)2 1
(14) b, cが連続するとき，(a−3)/2+1 = nとおくと，b = (前の式の b)+4n 1
(15) b, cが連続するとき，32 + 42 = 52 から数えて k段目の式の bは，

b = ak + kである。たとえば a = 9は 4段目なので b = 9× 4 + 4 = 40 1
(16) b, c が連続するとき，b は a + 1 を 2 で何回割れたかを掛けた値であ

る。たとえば，17/2 = 8.5 なので，b = (17 + 1) × 8 = 144 より，
172 + 1442 = 1452 である

1

(17) a2 + b2 = (b + 1)2 に対して，その次の式を (a + 2)2 + B2 = (B + 1)2

とすると，B = ((a + 2)2 − a2)/2である。
1

(18) an, bn が連続するとき，an+1 = 6an − (an−2 − 2)である。 1
(19) 32 + 42 = 52 が成立するので，3332 + 4442 = 5552 や

33332 + 44442 = 55552 なども成立する 1
(20) どんなときでも，a2 + 12 = b2 (a \= 0)は成立しない 1
(21) a, b, cの中には，一定量ずつ増えているものがある。62 + 82 = 102 は

2ずつ増えている。12ずつ増えるのは，a2 + (a + 12)2 = (a + 24)2を
解いて a = 36である

1

(22) b, cが連続するとき，a + b + cの第 2階差は 8である 1
(23) b, cが連続するとき，a > 3であれば b > 2aである 1
(24) bの 1の位の数が 1,3,6,8のとき，b, cが連続するようにはできない 1
(25) b, cが連続するのは，bの 1の位の数が 0,2,4のときだけである 1
(26) 3a = b + cのとき，a : b : c = 3 : 4 : 5である 1
(27) 3a = b+c, 4a = b+c, 5a = b+cとなるものが存在するので，na = b+c

となるものが存在するはずである
1

(28) a + b− cは 2の倍数である 1
(29) b, cが連続するとき，abcは 60の倍数である 1
(30) 連続する 2数の平方の和の差は，4の倍数である 1
(31) a, bが連続するものより，b, cが連続するものの方が多い。 1

(以下，省略する)
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そして，平方数の 1の位の差は±1,±3,±5だけであることから，A2 + x2 = (x + 1)2を満

たす xは，xの 1の位の数が 1,3,6,8のときは存在しないと結論づける。その理由は，「この

とき x2と (x + 1)2の 1の位の差は 3となり，平方して 1の位が 3になる整数は存在しない

ためである」としている。1の位の実際の差は±3であるので，(x + 1)2 − x2の 1の位の数

は 3か 7である。平方数の 1の位が 3か 7になることはないので，「xの 1の位が 1,3,6,8の

ときは存在しない」という S君の結論は正しい。

S君は，さらに，A2 + x2 = (x + 1)2を満たす xについて，「xの 1位の数は 0,2,4のとき

に限られる」と結論づける。その理由には触れられていないが，このような xは偶数である

ことに気づいた上で，xの 1の位は 6と 8を取り得ないことからの結論と思われる。

S君は，感想として，「久しぶりに頭がフル回転し，全く苦になりませんでした。考えがど

んどん発展していって，とても楽しかったです。」と書いている。かなり細かい考察が必要

であり，そこから何らかの規則性を見出していく過程には大きな喜びがあったと思われる。
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4.2 連続する奇数の平方の差に着目した学生

K君は，b, cが連続する場合を調べるために，n2の値を n = 1から n = 59のときまで書

き出す。そして，その差が平方数になっている場合を探すことにより，三平方の定理が成立

する式として，次の式を見出す。

32 + 42 = 52

52 + 122 = 132

72 + 242 = 252

92 + 402 = 412

...

312 + 4802 = 4812
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そして，これらの式から「連続しない数は 2ずつ増え，すべて奇数である」「連続する数

は 4の倍数ずつ増えていく」「3つが連続するものは 32 + 42 = 52しかない」ことに気づく。

そして，連続しない aの値から連続する b, cの求め方として，次の方法を考案している。

それは，「32 + 42 = 52と 52 + b2 = c2において，bは (52 − 32)÷ 2 = 8を 4に加えた値で

ある」というものである。そして，「以下，これを繰り返せばよい」と述べている。

実際，a = 2n + 1のとき b = (a2 − 1)/2 = 2n2 + 2nであり，その次の a = 2n + 3のとき

の bは b = 2n2 + 6n + 4となるが，K君の方法では，a = 2n + 3のときの bは，
{
(2n + 3)2 − (2n + 1)2

}÷ 2 = 4n + 4

であるので，b = (2n2 + 2n) + (4n + 4) = 2n2 + 6n + 4として求められることになる。年度

末の感想でK君は，「自由研究をやって，数学を前より深く考えれるようになった」と書い

ている。

4.3 連続する b, cの求め方を発見した学生

M君は，b, cが連続する場合を多数書き出した上で，a, cは奇数，bは偶数であることに

気づく。さらに，奇数 aの 2乗をほぼ半分に分けて，小さい方を b，大きい方を cとすれば

よいことに気づいている。たとえば，72 + 242 = 252において，72 = 49をほぼ半分に分け

ると 24と 25であるので，b = 24, c = 25であることを指摘した上で，もっと大きな数で確

認するため，a = 1001の場合を試している。a2 = 10012 = 1002001をほぼ半分に分けると，

501000と 501001であるので，c2− b2 = a2が成立することを 50010012− 50010002 = 10012

により確認している。

4.5 連続する b, cと aとの関係に着目した学生

Sさんは，b, cが連続する場合として，よく知られている 32 + 42 = 52と 52 + 122 = 132

を書き出し，これらの間に何かの規則性がないかどうかを考える。そして，この 2つの式だ

けをもとに，次の関係を見い出した。

32 + (4× 1)2 = {(4× 1) + 1}2 (4 = 3 + 1)

52 + (6× 2)2 = {(6× 2) + 1}2 (6 = 5 + 1)

72 + (8× 3)2 = {(8× 3) + 1}2 (8 = 7 + 1)
...

152 + (16× 7)2 = {(16× 7) + 1}2 (16 = 15 + 1)

Sさんは，この仕組を，a2 + b2 = c2の a, b, cを使って，次のように記述している。

• aは必ず奇数で，a >= 3である

• bは aを 2で何回割れたかという回数を a + 1に掛けた数である

• c = b + 1である

そして，a = 17の場合は，(17 + 1) × 8 = 144であることより，172 + 1442 = 1452が成

立することを確認した上で，次のような感想を記している。
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まず，32 + 42 = 52のような形の式を見つけるために，ひたすら書き出しま

した。10, 11, 12の式まで書き出したときに，102と 112を足しても 122とは全く

違う数になることに気がつき，32 + 42 = 52のような式はそんなに多くはないこ

とを確信しました。すると，32 + 42 = 52だけだったので，驚きました！

次に 32 + 42 = 52と 52 + 122 = 132を照らし合わせて，何か規則性はないか

といろいろ試しているうちに，上のようなことが分かりました。52 + 122 = 132

のような式が他にもたくさんあったことには，
・ ・

また驚きました！

4.6 a, bが連続するときの規則性を発見した学生

A君は，a, bが連続する場合を考察して，次の式を見い出した。

32 + 42 = 52

202 + 212 = 292

1192 + 1202 = 1692

6962 + 6972 = 9852

40592 + 40602 = 57412

そして，n段目の式を a2
n + b2

n = c2
nとするとき，内容的に

an = 6× an−1 − (an−2 − 2), cn = 6× cn−1 − cn−2

という規則性があることを発見している。

一般に，a, a + 1, bが三平方の定理を満たせば，

3a + 2b + 1, 3a + 2b + 2, 4a + 3b + 2

も三平方の定理を満たすことが知られている 7)。これらの値の次の値をA,A+1, Bとすると，

A = 3(3a + 2b + 1) + 2(4a + 3b + 2) + 1 = 17a + 12b + 8
B = 3(3a + 2b + 1) + 2(4a + 3b + 2) + 2 = 24a + 17b + 12

となる。A君の計算方法では

A = 6(3a + 2b + 1)− (a− 2) = 17a + 12b + 8
B = 6(4a + 3b + 2)− b = 24a + 17b + 12

となるので，この結果は正しい。A君は，他にも次のことを見い出している。

(i) x2 + y2 = z2が成立すれば，(nx)2 + (ny)2 = (nz)2も成立する。

(ii) 3数が連続するのは，32 + 42 = 52だけである。(証明あり)

(iii) b, cが連続するとき，aは奇数であり，cは 4の倍数ずつ増える。

A君は，提出したレポートの最後の方で「三平方の定理について，殆どのことが理解でき

たような気がしました」と書いている。
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4.7 a, b, cが連続的でないときを考察した学生

I君は，a, b, cが連続的でない場合として，次の式を見い出している。

62 + 82 = 102

82 + 152 = 172

102 + 242 = 262

122 + 352 = 372

142 + 482 = 502

162 + 632 = 652

そして，これらの関係から，c = b + 2であることや，a2÷ 2 = b + cであることを見抜き，

2(b + c) + b2 = c2としている。

4.8 文字式の計算で考察した学生

T君は，いろいろな性質を a, b, cという文字式の計算から導いている。

(i) b, cが連続する場合について

b, cが連続すれば c = b + 1であるので，a2 = c2 − b2 = (c + b)(c− b) = c + bである。

(ii) b, cが連続する場合の aについて

a2が偶数 (2x, xは整数)のとき，a2 = (2x)2 = 2(2x2)は偶数になるので，aが偶数の

ときは b, cが連続するようにはできない。a2 = b + c = 2b + 1であるので，a2は奇数で

ある。

(iii) aから連続する b, cの求め方について

b, c が連続するとき a2 は奇数なので，a2 ÷ 2 = ある整数 n + 1 となる。このとき，

b = n, c = n + 1とすればよい。

このレポートの作成には 1日かかったようである。次のような感想を書いている。

普段，さりげなく使っていた三平方の定理を新めて考えることによって，今

まで気付かなかった法則に気付いた。とてもおもしろかったし，他にも何か法

則があるのか調べてみたいと思った。

4.9 a, b, cの間のおもしろい関係を見い出した学生

H君は，y2 = a2 +x2より y =
√

x2 + a2であることから，aの値を 1から少しずつ増やし

ていくことにより，b, cが連続する場合の式を幾つか発見した。そして，その過程において，

3つの数が連続するのは，a2 + (a + 1)2 = (a + 2)2のときであり，これを解くと a = 3, − 1

となるので，3つの数が連続するのは 32 +42 = 52しかないことを証明している。さらに，2

つの数が連続するのは，a2 + b2 = (b + 1)2のときであることから，a2 = 2b + 1となるので，

b =
a2 − 1

2
, c =

a2 − 1
2

+ 1
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を導いている。そして，32+42 = 52であることから，3332+4442 = 5552や 33332+44442 =

55552も成立することを述べ，さらに，

33332 = 55552 − 44442 = (5555 + 4444)(5555− 4444) = 9999 · 1111

44442 = 55552 − 33332 = (5555 + 3333)(5555− 3333) = 8888 · 2222

であり，右辺の 2数の和は，いずれも 11110となって一致することを見い出している。

4.10 a2 + b2 = c2のn倍の式を延々と書き出している学生

Nさんは，32 + 42 = 52について，3, 4, 5を次々に 2倍していって，

32 + 42 = 52

62 + 82 = 102

122 + 162 = 202

242 + 322 = 402

が成立することを確認する。そして，同様のことが 2倍だけではなく，3, 4, · · · , 10倍でも成

立することをレポート用紙に 5枚にわたり書き出して確認している。その後，n倍ではなく

n乗するとどうなるかを確認しようとするが，2乗した 92 + 162 = 252が成立しないこで，

そのような場合は成立しないことを確認している。

教師側から見ると単純な部分しか見つけられなかったといえるが，この学生にとっては，

確認のたびに「2倍しても成立する」「3倍でも成立する」という「わくわく」感があったの

ではないかと思われる。

4.11 a, b, cの和や積を考えた学生

三平方の定理を成立させる a, b, cについて，それらの和や積を考えた学生もいる。

HS君は，b, cが連続する場合について考察した後で，「そのような a, b, cは，60の倍数に

なっているようだ」と書いている。実際，a = 2n+1のとき，b = 2n(n+1), c = 2n2+2n+1

なので，
abc = 2n(n + 1)(2n + 1) {2n(n + 1) + 1}

となり，abcは 60の倍数である。

N君は，b, cが連続する a, b, cについて，それらの和 a + b + cを計算する。それらの第 2

階差を求めると，すべて 8になり一定であることを見い出している。実際，

An = an + bn + cn = (2n + 1) + 2n(n + 1) + (2n2 + 2n + 1) = 4n2 + 6n + 2

とすると，Bn = An−An−1 = 8n+2なので，第 2階差は 8である。また，N君は「a+ b− c

は偶数である」とも述べている。実際，

an + bn − cn = (2n + 1) + 2n(n + 1)− (2n2 + 2n + 1) = 2n

である。なお，この値は a, b, cを 3辺とする直角三角形の内接円の直径であることが容易に

分かる。
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5. 試行錯誤を行った学生の感想
平成 16年度の 1年生には，2節で述べたような形で「自由研究」と題する課題を 3回ほ

ど課した。年度末の最後の授業で学生にその感想を自由記述式で書いてもらうと，167名中

142名から回答があった。その内容を大別すると，以下のように分類される。

(i)「楽しかった」「おもしろかった」 51名 (35.9%)

(ii)「勉強になった」「理解が深まった」 22名 (15.5%)

(iii)「大変だったけど・難しかったけど・面倒だったけど，

おもしろかった・勉強になった・楽しかった」 33名 (23.2%)

(iv)「分からなかった」「難しかった」 27名 (19.0%)

(v)「その他の内容」 9名 ( 6.3%)

繰り返しになるが，学生に課したのは，数式処理のできるグラフ電卓を利用した試行錯誤

を通して，「数学的な性質について考察せよ」という課題である。この種のタイプの課題を与

えて，「おもしろかった」「楽しかった」という感想が (1)～(3)を併せると 70%以上も寄せら

れたことには，むしろ著者の方が驚かされた。学生の感想をみると，「いろいろやってみて何

かに気づいたとき」に大きな喜びを感じたようである。たとえば，以下のような感想が記さ

れている。

• 今までは規則性がないと思っていたものでも，考えてみると色々な規則性があり，そ
の規則性を発見したときはうれしかった。

• 自由研究をやってきて，自分でも数学に対する考え方が変わったのが良く分かった。
自由研究は，自分で新しい法則 etc が発見できるので，楽しかったです。

• 今までは，ただ計算し，理解せずに書いていたが，自由研究によって理解しながら解
けるようになった。

• 自由研究をやって，数学を前より深く考えれるようになった。
• 始めは面倒だと思っていても，いざ始めると没頭してしまった。
• 面倒な気もしていたけど，どういった仕組でこうなるというのが分かってくると，興
味や関心が少し強くなってきたので，数学の内容を深く知ることができたと思った。

• 自由研究は，出されると嫌だったけど，やってみると，とても頭を使うし，解けた時
やひらめいた時の喜びがとても印象に残った。来年もやりたい。

• 自由研究をやって，今まで考えなかった考え方をするようになった。
• 数学的な規則性を見つけることはもちろん，何に対しても観察し，何かを発見するこ
とができるようになったと思う。

• 普通の数学の授業とは違った，数学の楽しい部分があることを知った。

このような感想が目白押しで続くと，読んでいる著者の方が感動してしまった程であった。

学生によっては，「数学に対する見方が変わった」とする者もおり，「考える」ということに対

して，かなりのインパクトを与えたように思われる。
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この自由研究に対する感想は，数学の成績とは関連しているのだろうか。「(4) 分からな

かった・難しかった」という学生も 20%弱いる。それが成績下位の学生に集中している場合，

自由研究なるものを課すことは，成績下位の学生にとっては苦痛でしかないであろう。

そこで，著者の科目の定期試験 (4回)の平均点をもとに，全体を 4つに区分して，この感

想との関連性をみてみた。

表 2： 成績区分と自由研究に対する感想

自由研究に関する感想
成績 (1) (2) (3) (4) (5) 計

上位 17 6 9 5 3 40

中上 12 7 9 10 1 39

中下 11 6 5 5 4 31

下位 11 3 10 7 1 32

計 51 22 33 27 9 142
% 35.9 15.5 23.2 19.0 6.3 100

表 2をみると，成績下位の学生は，さすがに「(3) 大変だったけど・難しかったけど · · ·」
という感想が他の区分と比べると多いが，それでも結果的には「おもしろかった・楽しかっ

た・勉強になった」という感想になっている。「(5) 難しかった」という感想はどの成績区分

にも存在し，成績下位の学生が突出しているわけではない。この感想は，成績とは全く関連

していないことが分かる。

6. 自由研究の意義・まとめ
この自由研究は，授業外の時間で考察させている。グラフ電卓を貸与しているとはいえ，

著者の授業は黒板を利用した平均的な数学の授業である。著者が学生に対して行ったことは，

自由研究の内容を書いたプリントを配布し，「今度は，これをやってきてください」と指示し

ただけである。つまり，単に問題を提示しただけである。プリント配布時に多少の説明は加

えているが，それ以降は特に何の説明も加えていない。学生は，配布されたプリントの解説

だけを頼りにして自分なりに考え，レポートにまとめて提出してきた。いろいろ考える中で

何かの発見があると，学生はそれによる喜びを感じ，それがさらなる思考を後押ししたので

はないかと思われる。

ただし，提出されたレポートは一人ずつチェックして，誰がどのようなことに気づいたか

等をプリントにまとめ，事後に 1時間かけて学生に解説した。問題提示の負担は少ないが，

提出されたレポートをまとめる作業はかなりの負担がある。しかし，提出されたレポートを

そのままにしていては，「次の自由研究をやってもらえなくなる」という思いが，逆に教師を

奮い立たせたともいえる。
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このような自由研究の意義としては，まず，数学の 1つの問題を長時間考え抜く体験をさ

せることができることが上げられよう。しかも，時間をかけて考えた結果，多くの学生に数

学的な事柄を発見する喜びを成績の上下によらずに感じさせることができた。それは，考え

させた問題が，ちょっと考えると誰でも何かに気づく部分を含んでいたためと思われる。中

には，そのような部分に気付いたことで終わることなく，さらに独自の視点で問題設定をし

て教師側が予想もしない内容に踏み込む学生も現れている。

このことは，学生に与える問題内容を吟味することで，数学に関する発見の喜びを，教師

側が意図的に学生に感じさせることができることを示唆しているように思われる。しかも，

この効果を得るために，通常の授業体系を大きく変更する必要はないことも特筆されるべき

であろう。教師は，単に問題を提示するだけである。

また，成績下位の学生でも何らかの発見ができたのは，課題の内容に関する部分に加えて，

数学的な試行錯誤に数式処理電卓を利用できたことも大きく寄与しているように思われる。

このツール無くしては，このような結果は得られなかったであろう。三平方の定理は単なる

四則計算のできる電卓でも十分に考察可能と思われるが，グラフ電卓を利用することで入力

した式の履歴が残り，さらに考えやすかったのではないかと思われる。

対象とした学生は高専 1年生ということもあり，自分の発見したことの証明まで考察でき

た学生は少ない。しかし，まず数学的なことについて何かを発見する体験をさせ，それによ

り通常の問題解法では得られない喜びを感じさせることができたことだけでも，この自由研

究の役割には十分なものがあるように感じられる。

一方，教師側にとっては，問題を提示することは容易でも，提出されたレポートの点検作

業の大きさには，かなりの負担感がある。さらに，提出された多様なレポートの評価をどう

するかということも問題として残る。しかしながら，事後の学生の感想を見ても分かるよう

に，このような自由研究を課すことで得られる教育効果には，他では得られない計り知れな

いものがあるように感じられる。今後は，この効果について，さらに様々な角度から検討を

加えていきたい。
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数学教育における創造力を育む試み

梅野 善雄‡　　　　　

(一関工業高等専門学校)

Some Attempt to Encourage Creativity in Mathematical Education

Yoshio UMENO　　　　　　　　　　　
(Ichinoseki National College of Technology)

Creativity is one of the keywords for education of colleges of technology. If
we wish to encourage students to be creative in mathematical education, they
themselves need to notice something about mathematical contents. As they
need to have enough basic skills of mathematics to do it, they need to be pretty
good at mathematics. However, we have made it possible by using technology
such as graphing calculators we lend to our first-year students. We give them
several assignments to make them notice something. In this paper, we would
like to introduce their reports about Pythagorean theorem and their comments
about their assignments, and then consider the relation between achievements
of assignments and math examination results.
KEYWORDS: creativity, graphing calculators, open-ended problem

1. はじめに

高専を取り巻く環境は，JABEEや認証評
価等で激変している。この中では「創造力」が
高専教育の重要なキーワードとなってきてお
り，ロボットコンテストを始めとして，主に
工学実験に関わる部分で特色ある試みが数多
くなされている。
そのような創造性を発揮するには，まず「何

かに気づくこと」が全ての出発点と思われる。
そして，その「気づき」を現実化していくに

は，工学等に関する基礎知識の他に，いろい
ろな要素を関連づけて論理的に考えていく数
学的思考力が必要とされるであろう。
従来の数学教育でその部分を取り上げるに

は，学生が数学の基礎力を十分に持っている
ことが前提となる。しかし，そこにテクノロ
ジーを活用すれば，さらに多くの学生に数学
的な事柄についての「気づき」を得させるこ
とが可能になる。
著者は，平成 16年度の本校 1年生に数式処

理電卓 (TI–89)を貸与し，そのような「気づ
き」を得させるために「自由研究」としてい

‡一般教科自然科学系 umesan@ichinoseki.ac.jp
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ろいろな課題を学生に与えた。以下では，こ
の電卓を利用して学生が行った自由研究の内
容や，それを行った学生の感想などを紹介す
ると同時に，成績との関連性などについて分
析する。
なお，この研究は，平成16・17年度科学研究

費補助金・基盤研究 (C)，課題番号 16500566
の支援を受けて行われたものである。

2. 数学教育における「自由研究」

高専における通常の数学の授業は，最初に
概念や例題等を解説し，その後は定型的な問
題を解かせるスタイルが普通である。総合的
な応用問題を考えさせたくとも，そのような
時間はなかなか取れないのが現状と思われる。
また，成績下位の学生にとっては，分からな
い問題は友人や教員に聞く以外に解決策はな
い場合が多い。
このような数学教育の状況を打破するため

の一つの改善策として，数式処理電卓の活用が
注目されている。それは数式処理機能 (CAS)
を持つグラフ電卓であり，微分方程式の解析
解や 3次以上の行列の固有値も求めることが
できる。単純計算の部分や単なるグラフ表示
を電卓側に任せてしまえば，計算時間を縮め
ると同時に，個々の学生のもつ能力差の問題
もある程度解消できる。
大阪・清風高校の公庄や石川高専の阿蘇は，

数式処理電卓を学生に長期間貸与して数学に
関する探究活動を実践し，その結果を報告し
ている 1) 2)。福井高専では数式処理電卓を新
入生全員に購入させ，数学科全体での活用が
試みられている 3)。いずれにおいても，学生
は与えられたテーマにつき自分の興味・関心
にもとづいて自分の考えを発展させ，教師が
予想した以上の考察を行っている。その探究
活動は，学生により様々な答え方が可能であ
り，一般には「オープンエンドの問題」と呼
ばれているものである 4)。
一関高専でもこの電卓を活用した授業を行

い幾つかの実践結果を報告した 5) 6)。そこで
は，数式処理電卓 (TI–89)を主に数学の定理

や性質への理解を深めさせるために使用させ
たが，その経験の中で感じたことは，この電
卓は単に学生に持たせておいて，ときどき課
題を与えるだけでも十分な効果が期待できる
のではないだろうか，ということである。
そこで，平成 16年度は，授業の中で特定

の理解を得させるために使用するのではなく，
それを授業外で利用させて数学に関する内容
で試行錯誤を行わさせ，その中から何らかの
数学的法則を発見させることを目的として貸
与することにした。貸与したのは本校の 1年
生 (168名)である。平成 16年 7月中旬から
平成 17年 2月末まで貸与し，「自由研究」とし
て 3回にわたり幾つかの課題を与えた。時期
は 7月下旬，10月下旬，そして 12月下旬で
ある。それぞれ約 1ケ月の考察期間を与えた。
課題は複数題を与え，その中から自分の取り
組みやすい問題を選択させるようにした。
しかし，「数学的な事柄について考察せよ」

と言われても，何をどう考察してよいか分か
らない学生が多いことも予想された。そこで，
グラフ電卓で具体的にどのような操作をした
のか，その操作に対してどのような表示がな
され，それを見て何を感じ，どのようなこと
を予想したのか等々，各自の思考経過をまとめ
ればよいことを説明した。「いろいろやってみ
たが何も分からなかった」というときは，「やっ
た内容を書いてくればよい」ことを強調した。
各時期の課題は，以下のような内容である。

夏期課題
[i] (x + 1)nの展開式において，指数 nと展
開された式の係数との関係に関する考察

[ii] xn − 1 の因数分解において，指数 n と
因数分解された式の形との関係に関する
考察

[iii]繁分数の値の間に成立する関係に関する
考察

1
1 + 1

,
1

1 + 1
1 + 1

,
1

1 + 1
1 + 1

1 + 1

, · · ·

[iv] f(x)のグラフと絶対値関数 |f(x)|のグラ
フとの関係に関する考察
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秋季課題

[v] 3次関数 y = x3 + ax2 + bx + cのグラ
フの形と，係数 a, b, cとの関係に関する
考察

冬季課題
[vi] 三平方の定理 a2 + b2 = c2が成立するよ
うな自然数 a, b, cに関する考察

[vii] xn+aが因数分解できるための自然数n, a

に関する考察
[viii] 3次関数 y = (x− a)(x− b)(x− c)のグ

ラフと a, b, cの値との関係に関する考察

3. 学生のレポートの内容

学生がどのようなことを書いてきたかを示
すため，ここでは，冬季課題の「[6] 三平方の
定理」に関して提出されたレポートから，学
生が指摘してきた内容を幾つか紹介する。
冬季課題の提出率は 88.6%である。そのう

ち，大多数 (94名)が三平方の定理に関する課
題を選択した。この課題を提示したプリント
の解説では，3つの数が連続する場合，2つの
数が連続する場合など，学生が考えやすいよ
うに具体的に考察すべき内容にも言及した。

配布プリントでの解説内容

三平方の定理を成立させる簡単な自然数と
して，32+42 = 52や 52+122 = 132が良く知
られています。このような自然数は，他にどの
ようなものがあるでしょうか。3, 4, 5のよう
に，連続する 3つの自然数で三平方の定理を
満たすものは他にあるでしょうか。5, 12, 13
のように，3つのうち 2つが連続するような
数で三平方の定理を満たすものは，他にある
でしょうか。つまり，a2 + b2 = c2 が成立す
るような自然数 a, b, cをできるだけたくさ
ん見つけてください。そのような自然数では，
a2 = c2 − b2 も成立しています。そして，そ
のような自然数 a, b, cは，どのような仕組
で作り出されているのか，それを作り出す仕
組について考えてみてください。ある程度の
手計算も交えながら考えてみください。

この課題に対して，学生はさまざまなアプ
ローチの仕方をしている。

(1) 3つの数が連続する場合の指摘
これが成立するのは，32 + 42 = 52のとき

だけである。いろいろ調べてみて，この場合
しか見つけられなかったことから，「この場合
だけである」と結論づけている学生も多かっ
たが，13名の学生はその証明も与えている。
証 3つが連続するのは，n2+(n+1)2 = (n+
2)2の場合である。整理すると (n+1)(n−3) =
0となるので，n = 3の場合しかない。

(2) b, cが連続する場合の指摘
この場合は，実に多くの指摘がなされてき

た。以下に，その幾つかを箇条書きする。

• aを 1以外の奇数とすると，b, cについ
ては b = (a2− 1)/2, c = (a2 + 1)/2で
ある。

• a2 = b + cである。
• aは奇数である。
• a + b− cは 2の倍数である。
• a = 2n + 1, b = 2(n2 + n), c = 2(n2 +

n) + 1
• a = 2k + 1とすると b = (a + 1)k, c =

b + 1
• a = 2n + 1とすると，

b = 4(n+(n−1)+(n−2)+· · ·+2+1)
c = 4(n+(n−1)+(n−2)+ · · ·+2+
1) + 1)

(3) a, bが連続する場合の指摘
32 + 42 = 52 の次は，202 + 212 = 292

であり，その次は 1192 + 1202 = 1692 とな
るなど，値がどんどん大きくなるので，学生
はかなり苦労したようである。大きな数では，
40592 + 40602 = 57412 が指摘されている。
n2 + (n + 1)2 = 2n(n + 1) + 1が平方数とな
るような nについて考えればよく，そのよう
な nに対して a = n, b = n + 1であることも
指摘されている。

(4) その他の指摘
三平方の定理を成立させる式として，次の

式が指摘されてきた。
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(a2 − b2)2 + (2ab)2 = (a2 + b2)2

以下のような指摘もある。

• a = (b + c)/3であれば a : b : c = 3 :
4 : 5

• a2 + b2 = c2が成立すれば，a, b, cを n

倍した an, bn, cnについても成立する。
• 32 +42 = 52に 112, 1112などを乗ずれ
ば332+442 = 552, 3332+4442 = 5552

も成立

具体的にどのような形で発見に到ったかを
みるため，以下に，学生のレポートの一部を
紹介する。

S.I.君は，b, cが連続する場合として，

52 + 122 = 132

72 + 242 = 252

92 + 402 = 412

があることに気づく。そして，

12 + 13 = 25 = 52

24 + 25 = 49 = 72

40 + 41 = 81 = 92

であることから，三平方の定理の 2つの数 b, c

が連続する場合は b + c = a2であるとしてい
る。周知のように，aを奇数とするとき

b = (a2 − 1)/2, c = (a2 + 1)/2
であるので，この結果は正しい。

H.O.君は，b, cが連続する場合を移項して

52 − 42 = 32

132 − 122 = 52

252 − 242 = 72

412 − 402 = 92

の形の式 c2 − b2 = a2 を考える。右辺は
3, 5, 7, · · · と奇数から始まって 2ずつ増える
ので奇数であることを指摘した後，左辺の
5, 13, 25, · · · の増え方に着目する。その増分
は 8, 12, 16, · · · と 4の倍数で増えているので
cは 4n+1の形であるとする。さらに，nの値
は，52 − 42 = 32を 1段目として k段目にあ
る場合は，1から kまでの総和 1+2+ · · ·+k

である。たとえば，412 − 402 = 92は 4段目
にあるので，

4n + 1 = 4(1 + 2 + 3 + 4) + 1 = 41

であるとしている。実際，a = 2k + 1とする
と，1+2+ · · ·+k = k(k +1)/2であるから，

c = 4n + 1 = 2k(k + 1) + 1 = (a2 + 1)/2
となるので，この結果も正しい。

M.A.君は，a, bが連続する場合を考え，次
の場合を見出している。

32 + 42 = 52

202 + 212 = 292

1192 + 1202 = 1692

6962 + 6972 = 9852

そして，この数値の現れ方を考察した結果，
aは 1つ前の値を 6倍した値から，2つ前の値
から 2を引いた値を引けばよいこと，そして，
cは 1つ前の値を 6倍した値から，2つ前の値
を引けばよいことを発見する。たとえば，

119 = 20× 6− (3− 2)
169 = 29× 6− 5

である。一般に，a, a+1, bが三平方の定理を
満たせば，3a+2b+1, 3a+2b+2, 4a+3b+2
も三平方の定理を満たすことが知られている
ので 7)，その次の値をA,A + 1, Bとすると，

A = 17a + 12b + 8, B = 24a + 17b + 12

である。M.A.君の計算方法では

6(3a + 2b + 1)− (a− 2) = A

6(4a + 3b + 2)− b = B

となるので，M.A.君の結果は正しい。
このように多数の指摘がなされたが，その

一方では，「120組も調べたのに，規則性はさっ
ぱり分かりませんでした」と書いてきた学生
もいる。

4. 「自由研究」に関する学生の感想

冬季課題 [6]は，三平方の定理という良く
知られた定理について考察するものであるが，
前節のように実に多くの事柄を学生は指摘し
てきた。他の課題でも，同様に多数の指摘が
なされている。学年末の最後の時間には，1年
間の授業の感想をアンケート調査した。その
自由記述欄で，3回行った自由研究の感想に
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ついて記述するよう求めたところ，168名中
142名から記述が得られた。その内容は，大
きく分けると次のように分類される。

(i)楽しかった，おもしろかった，良かった
(ii)勉強になった，理解が深まった
(iii)大変だった・面倒だったが，おもしろかっ

た・勉強になった・良かった
(iv)分からなかった，難しかった
(v)その他の内容

以下に，その代表的なものを紹介する。

(1) 「楽しかった」「おもしろかった」
• 1つの発見を見つけるまでに時間がかか
るが，発見したときの喜びが大きい。

• 今までは規則性がないと思っていたも
のでも，考えてみると色々な規則性が
あり，その規則性を発見したときはう
れしかった。

• 自由研究によって，数学の法則性を見つ
けることの楽しさを知り，また，友人と
の協調性も高めることができました。

• 始める前は，すっごいイヤなんだけど，
一度始めてみると，こうすればもっと
よくなる，この場合はどうなんだろう？
と，どんどんその課題にのめり込んでい
ました。

(2) 「勉強になった」「理解が深まった」
• 今までは，ただ計算し，理解せずに書い
ていたが，自由研究によって理解しなが
ら解けるようになった。

• 自由研究をやって，数学を前より深く考
えれるようになった。

• 自由研究をやることで，数学的なこと
を発見することができたし，レポート
をまとめることで国語の文章作成の勉
強にもなった。

• 今までに学習してきたことを復習しな
がら，いろいろ応用させていけるので
自分のためになった。

(3) 「大変だったが，勉強になって良かった」
• 難しかったけど，進めていくうちにもっ
と調べたいという考えが出てきて，時間

がもっとあれば，と思った。
• 始めは面倒だと思っていても，いざ始め
ると没頭してしまった。

• いろいろな法則を見つけたりするのが
大変だったけど，柔軟な考えを養うこ
とができたので良かった。

• 自由研究は，出されると嫌だったけど，
やってみると，とても頭を使うし，解け
た時やひらめいた時の喜びがとても印
象に残った。

(4) 「難しかった」「分からなかった」
• 全々分からなかった。
• 自分なりに考えて取り組んだが，内容が
濃くて難しかった。

• 友達と一緒にやって，その友達はどんど
ん新しい共通点などを発見したのに，自
分はほとんどできなかった。

• 問題の意味から答え方まで，何をやった
らいいのか，分からなくて最悪だった。

(5) その他の感想
• 意外に法則性が沢山あるので，凄いと
思った。

• 最初はとまどったが，これをやることに
よって仕組が分かり，意欲も高まると思
いました。

• 自由研究をやって，今まで考えなかった
考え方をするようになった。

• 数学的な規則性を見つけることはもちろ
ん，何に対しても観察し，何かを発見す
ることができるようになったと思う。

5. 成績との関連性

この自由研究では，前節で示したように非
常に多くの学生が数学に関する事柄を「発見
した喜び」を語り，「数学のおもしろさ」を実
感した。ここで，この学生の感想と成績との
関連性をみてみよう。数学の成績は，著者の
担当科目である基礎数学 Iの年 4回の試験点
の平均点として，それをもとに 4段階に区分
した。表 1は，この成績区分と，前節で示し
た自由研究に対する感想との関連性をみたも
のである。
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表 1を見ると，「(4) 分からなかった，難し
かった」とする学生は全体の 2割未満であり
必ずしも成績が下位にあるわけではない。む
しろ，成績の上下にはよらないことが分かる。
他の (1)～(3) の感想に対しても同様であり，
それらは成績の上下とは関連していない。
図 1 と図 2 は，自由研究に対する感想を，

学年末に行ったアンケート調査の質問項目か
らみたも

表 1： 成績区分と自由研究に対する感想

自由研究に関する感想
成績 (1) (2) (3) (4) (5) 計

上位 17 6 9 5 3 40
中上 12 7 9 10 1 39
中下 11 6 5 5 4 31
下位 11 3 10 7 1 32
計 51 22 33 27 9 142
% 35.9 15.5 23.2 19.0 6.3 100

図 1： 自由研究は，おもしろかった

図 2： 数学的なことで新しい発見があった

のである。図 1を見ると，成績の上下によら
ず 4割以上が「自由研究はおもしろかった」と
答えている。図 2でも同様に，成績の上下に
よらず，どの区分でも 4割以上が「自由研究
をやってみて，数学的なことで新しい発見が

あった」としている。
では，学生が発見した内容とはどの程度の

内容なのか，その数学としての到達度をみて
みよう。学生から指摘のあった内容について，
「よくそこまで気づいた」という内容を到達度
が「高い」，ちょっと考えればすぐ気づく内容
を到達度が「低い」，それ以外の指摘を「中
間」として区分した。指摘内容が誤っている
場合でも，それなりの根拠をもとに指摘され
ている場合は，その根拠の内容により到達度
を判断した。なお，著者の判断結果は，本校
の他の 3名の数学教員にも見てもらい，2名
以上の教員から指摘のあった項目については
到達度を変更した。そのような項目は全体の
約 1割である。
表 2は，三平方の定理に関する課題につい

て，このような到達度と成績との関係をみた
ものである。表 2を見ると，成績と数学の到
達度との間に若干の関連性は認められるもの
の，それほど大きなものではない。このうち，
成績下位で到達度の高い 3名の学生は，次の
ような指摘をしている。

A君は，「ただ単に数字を代入していくだけ
では時間がかかるので，仕組みを考えること
にした」と述べ，3辺のうち 2辺が分かれば
他の 1辺は自

表 2： 成績区分と指摘内容の到達度

数学としての到達度
成績 低い 中間 高い 計

上位 4 15 8 27
中上 5 13 6 24
中下 7 11 4 22
下位 6 12 3 21
計 22 51 21 94
% 23.4 54.3 22.3 100.0

ずと分かるから，変数 a, bと和・差・積・商・
累乗などを駆使して 32 + 42 = 52を表せない
かを考え，a = 2, b = 1のとき

22 − 12 = 3, 2 · 2 · 1 = 4, 22 + 12 = 5
であることに気づく。そして，そのことから
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x = a2 − b2, y = 2ab, z = a2 + b2

を見出し，a, bに具体的な値を代入して次々
に三平方の定理を満たす式を作り出している。

B君は，連続する自然数の 2乗の値を 3か
ら 26 まで書き出して，それらの差を計算す
る。そして，その差は奇数 (2n + 1)であるこ
とに気づき，そのことから，適当な奇数 aに
対して連続する数の平方の差が奇数 a2となる
数を見つければ，その連続する数が b, cであ
るとする。そして，a2に対して b, cは具体的
には

b2 = (a2 − 1)/2, c2 = (a2 + 1)/2
であることを見出している。

C君は，a2 + b2 = c2において b, cが連続
する場合の式を書き出した上で，それらの規
則性について考える。そして，bは 4の倍数
であることに気づいた上で，「すべての式にあ
てはめることができる式を求めることができ
た」として，
(2n+1)2 +(2(n2 +n))2 = (2(n2 +n)+1)2

を見い出している。この式が唐突に現れた印
象はあるが，文面を読む限りは自分で気づい
た式のように思われる。
このように，自由研究を考えることで，大

多数の学生が数学的な事柄について何らかの
気づきを得ており，そのような気づきを得る
ことができたことへの喜びを語っている。そ
の喜びは数学に関する一般的な規則性を発見
できたことから来ていると思われるが，それ
を成績の上下によらず，成績が下位の学生で
も感じることができたことの意義には大きい
ものがあるだろう。適切な課題を継続的に与
えていけば，学生の数学に対する見方が大き
く変わることも期待され，数学教育における
新な可能性が示唆されているように思われる。

6. おわりに

学生に課した課題の多くは，数式処理ので

きるグラフ電卓があって始めて可能になった
ものである。それを利用した自由研究で，多
くの学生は数学的な事柄に関して何らかの気
づきを得て，数学を考えることの「おもしろ
さ」「楽しさ」を実感した。このような形で，
じっくり考えて何かに気づくことの喜びを何
度も体験させることは，数学のみならず他の
科目での取り組みにも影響を与えることが予
想される。創造性も，このような積み重ねの
中から育まれてくるのではないだろうか。1年
生なので自分の発見に証明を与えている学生
は少ないが，このような課題を継続的に課し
ていくことで，証明への関心も高まっていく
ことが期待される。

参考文献

[1] 公庄庸三：数式処理電卓は数学教育を蘇
生させることができる，日本数学教育学
会高専・大学部会論文誌，Vol.7，No.1，
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第III部

学生向け配布資料





本研究で学生に配布した資料

年度 月 資料の概要 頁

平成 16年度 6月 数ナビの使い方 (1) (基本的な使い方の説明) pp.112–113
数ナビの使い方 (2) (グラフ機能の使い方の説明) pp.114–115

7月 数ナビの使い方 (3) (グラフ・アート作成法の説明) pp.116–117
夏季休業の課題 (演習問題＋自由研究) pp.118–119

8月 グラフ・アート（学生の作品） p.39
夏季休業課題の解説 (夏季休業中の自由研究の解説) pp.120–123

10月 秋季の自由研究課題 (3次関数のグラフについて) p.124
秋季の自由研究の解説 pp.125–128

12月 冬季休業の課題 (演習問題＋自由研究) p.129
2月 冬季の自由研究の解説 pp.130–133

数ナビに関する意識調査 pp.134–135
平成 17年度 5月 数学に関する意識調査 (1) p.147

5月 数ナビの使い方 (1) (基本的な使い方の説明) pp.112–113
数ナビの使い方 (2) (グラフ機能の使い方の説明) pp.114–115

7月 春季課題 (二項定理と xn − 1の因数分解) pp.137–138
夏季休業課題 (演習問題＋自由研究) pp.139–140

9月 春季・夏季の自由研究の解説 pp.141–146
10月 数ナビの使い方 (3) (グラフ・アート作成法の説明) pp.116–117
11月 グラフ・アート (学生の作品) p.40
12月 数学に関する意識調査 (2) p147,p148

冬季休業課題 (演習問題＋自由研究) pp.149–150
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す
う

数
ナ
ビ

TI{89の
使
い
方

(1)

ク
ラ
ス

番
号

氏
名

�

�

数
式
処
理
電
卓

TI{89は、通
常
の
関
数
電
卓
の
機
能
の
他
に
、
数
式
の
計
算
や
関
数
の
グ
ラ
フ
を
描
く
機
能
が

あ
り
ま
す
。
こ
の
電
卓
を
活
用
す
れ
ば
、
数
学
に
関
す
る
い
ろ
い
ろ
な
こ
と
を
自
分
で
調
べ
る
こ
と
が
で
き
、
数

学
上
の
「
思
考
の
ツ
ー
ル
」
と
し
て
利
用
で
き
ま
す
。
そ
の
意
味
で
、
こ
の
電
卓
を
「
数
学
ナ
ビ
ゲ
ー
タ
ー
」
、
略

し
て

す
う

数
ナ
ビ
と
呼
ぶ
こ
と
に
し
ま
し
ょ
う
。
基
数

Iや基数IIの
学
習
で
活
用
し
て
く
だ
さ
い
。

�

�

基
本
的
な
操
作

黒
カ
バ
ー

カ
バ
ー
を
は
ず
す
に
は
、
縦
方
向
に
、 　ス
、 　ラ
、 　イ
、 　ド
さ
せ
る
。
引
き
は
が
そ
う
と
す
る
と
壊
れ
ま
す
。
カ
バ
ー
を
す
る

と
き
は
、
液
晶
画
面
の
方
か
ら
ス
ラ
イ
ド
さ
せ
る
こ
と
。
逆
に
入
れ
よ
う
と
す
る
と
カ
バ
ー
が
壊
れ
ま
す
。

電
源
を
切
る
に
は

� �� �2nd� �� �ONを
押
す
。

通
常
の
電
卓
と
し
て
使
う
に
は

� �� �HOME(左端
の
上

)を押すと現
れ
る
画
面
を
基
本
画
面
と
い
う
。

い
ろ
い
ろ
な
計
算
は
、
基
本
画
面
の
一
番
下
の
行

(入力行という

)で行う。

� �� �HOMEを押
す
と
、
い
つ
で
も
基
本
画
面
に
戻
る
こ
と
が
で
き
る
。

(=� �
� �

覚
え
て
お
く

!

計
算
は
、
基
本
画
面
の
入
力
行
に
計
算
式
を
書
い
て

� �� �ENTER(右
下
青

)を押す。� �
� �=ではないの

で
注
意
。

四
則
計
算
で
は
右
側
の
黒
い
キ
ー
を
利
用
。
積
の
記
号
は
右
側
。
左
側
に
あ
る
の
は
エ
ッ
ク
ス
な
の
で
注
意
す
る
。

310 は、3� �
� �^(10)� �
� �ENTERとす

る
。

� �� �^は右端中
央
付
近
に
あ
る
。
指
数
は
括
弧

()で囲うこと
。

[℄やfgには
別
な
機
能
が
割
り
振
ら
れ
て
い
る
の
で
、
括
弧
は
い
つ
で
も

()だけを使う
こ
と

!

負
の
符
号
と

2数の差が区
別
さ
れ
る
。

(=� �
� �

要
注
意

!

数
や
式
の
先
頭
に
く
る
マ
イ
ナ
ス
は

� �� �(�)(下段右
側

)を、2数の差
の
と
き
は

� �� ��を利用する
。

た
と
え
ば
、

�3x�(�2y
+yz)は、� �
� �(�)3x� �� ��(
� �� �(�)2y+y
� �� ��z)と押す

。

文
字
と
文
字
の
積
で
は
積
の
記
号

� �� ��を入れる
こ
と
。
数
と
文
字
と
の
積
の
と
き
は
入
れ
な
く
て
も
よ
い
。

結
果
を
表
示
さ
せ
る
に
は
、

� �� �ENTER(右
下
の
青

)を押すのを
忘
れ
な
い
こ
と
。

ル
ー
ト
の
計
算
を
す
る
に
は

ル
ー
ト
の
計
算
は

� �� �p キーを利
用
す
る
。
黄
色
で
書
い
て
あ
る
の
で
、
実
際
に
は

� �� �2nd� �� ��を押
す
。

p 9であれば
、

� �� �2nd� �� ��9
)� �� �ENTER

と
す
る
。
左
括
弧

(は自動的に
つ
く
。
消
さ
な
い
で
、

右
括
弧

)で閉じるこ
と
。
今
後
は
、

� �� �2ndキーの
押
し
方
ま
で
は
明
示
し
な
い
の
で
、
各
自
で
押
す
こ
と
。

結
果
を
小
数
表
示
さ
せ
る
に
は

通
常
の
電
卓
と
違
い
、
こ
の
電
卓
は

� �� �p 7)� �
� �ENTERとし

て
も

p 7の値は表
示
さ
れ
な
い
。

結
果
を
小
数
で
表
示
さ
せ
た
い
と
き
は
、

� �� �p 7)� �� ��� �
� �ENTERとす

る
こ
と
。

つ
ま
り
、
小
数
で
表
示
さ
せ
た
い
と
き
は
、
最
後
に

� �� �ENTERでは
な
く
、

� �� ��� �
� �ENTERを押

す
。

エ
ラ
ー
画
面
が
出
た
ら

� �� �ESC(上段の
青
い
キ
ー

)を押せば、
エ
ラ
ー
画
面
が
消
え
る
。
メ
ニ
ュ
ー
画
面
を
消
す
と
き
も
同
様
。

AからZまで
の
ア
ル
フ
ァ
ベ
ッ
ト
は

� �� �alphaを押し
て
か
ら
対
応
す
る
キ
ー
を
押
す
。

X;Y;Z;Tは
、
よ
く
使
う
キ
ー
な
の
で
、
黒
の
上
段
の
キ
ー
に
あ
る
。

� �� �alphaを押す
必
要
は
な
い
。

キ
ー
に
は
大
文
字
が
書
い
て
あ
る
が
、
実
際
に
表
示
さ
れ
る
の
は
小
文
字
で
あ
る
。

入
力
行
の
カ
ー
ソ
ル
の
移
動
は

� �� �J,� �� �Iを押
す
。

削
除
す
る
に
は � �� � か� �

� �CLEAR(上段
右
端

)を押す。� �
� � で一文字

ず
つ
、

� �� �CLEARでは
全
部
削
除
さ
れ
る
。

1次の計算
を
数
ナ
ビ
を
利
用
し
て
行
え
。
特
に
、

� �� �(�)と� �� ��

の
使
い
分
け
と
、
括
弧

()の使い方に
注
意

す
る
こ
と
。

(3)(4)は分子
や
分
母
を
括
弧
で
囲
う
こ
と
が
必
要
。
数
ナ
ビ
は
式
を
入
れ
た
だ
け
で
は
何
も
し
な

い
。
実
行
さ
せ
る
に
は

� �� �ENTERを
押
す
こ
と
が
必
要
で
あ
る
。
繁
雑
に
な
る
の
で
、
今
後
は

� �� �ENTERを
押
す
こ
と
は
い
ち
い
ち
明
示
し
な
い
。
忘
れ
ず
に
各
自
で
押
す
こ
と
。

(1)�9 8+3 7
(2)�(p 8�2

p 12)
(3)�2x+3y 4�x�

2y 5

(4)3�p 2 2+3p 2

数
ナ
ビ
の
代
数
機
能

一
番
上
に
あ
る
青
い
キ
ー
の

� �� �F2を利用す
る
と
、
こ
れ
ま
で
に
学
習
し
た
い
ろ
い
ろ
な
代
数
計
算
を
数
ナ
ビ
に

さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

式
の
展
開

� �� �F2(3:exp
and)
�� �� �F23を押

す
と
「

expand(」と
出
る
の
で
、
そ
の
後
に
展
開
し
た
い
式
を
入
れ
て

� �� �ENTERを押
す
。

�たとえば、「

expand((a+
1)3 )」とせよ

。

expand()の
括
弧
と
、
展
開
す
る
式
の
括
弧
が
あ
る
の
で

注
意
す
る
。
特
に
「

expand(」の
右
括
弧

)を閉じるこ
と
を
忘
れ
な
い
こ
と
！

�アルファベ
ッ
ト
の

aは� �� �alpha
� �� �=である。

今
後
、

� �� �alphaキーは
特
に
明
示
し
な
い
の
で
、
各

自
で
押
す
こ
と
。

� �� �ENTERも同
様
。

式
の
因
数
分
解

� �� �F2(2:fa
t
or)
�� �� �F22を押

す
と
「

fa
tor(」と出
る
の
で
、
そ
の
後
に
因
数
分
解
し
た
い
式
を
入
れ
て

� �� �ENTERを
押
す
。
因
数
分
解
す
る
こ
と
を
、

fa
torizeとい
う
。

�たとえば「
fa
tor(x2 �4
)」としてみよ

。
「

fa
tor(x2 �3
)」ではどうか

。
「

fa
tor(x2 �3
;x)」

と
し
て
、
最
後
に

xをつけると
ど
う
か
。

方
程
式
の
解
法

� �� �F21(1:so
lve)
�� �� �F21を押

す
と
「

solve(」と出
る
の
で
、
そ
の
後
に
解
き
た
い
方
程
式
と
未
知
数
の
文
字
を
コ
ン
マ
，

で
区
切
っ
て
入
れ
て

� �� �ENTERを押
す
。
解
く
こ
と
を
、

solveという。
�たとえば「
solve(x2 �2x
�2=0;x)」

と
し
て
み
よ
。
「

solve(2ax+3
by=1;y)」で

は
ど
う
か
。

ax;byは文字
の
積
な
の
で
、

a� �� ��x;b� �
� ��yとして

� �� ��が必要で
あ
る
。

�「solve(x2
�4=0;x)」「
solve(x2 +4
=0;x)」「
so
lve(x2 +4=
0;x)」で、そ

れ
ぞ
れ
ど
の
よ

う
に
表
示
さ
れ
る
か
確
認
せ
よ
。
「

solve」は実数
の
範
囲
、
「


solve」と
を
つ
け
る
と
複
素
数
の
範
囲

で
の
解
が
求
ま
る
。

通
分

� �� �F2(6:
om
Denom) �「
omDen

om」は、分母

(denominato
r)を共通にす

る

(
ommon)機
能
で
あ
る
。

�たとえば「

omDenom(1
=x+1=y)」と

し
て
み
よ
。

商
と
余
り

� �� �F2(7:prop
Fra
)
�「propFra

」は、割り算

を
し
て
分
数

(fra
tion)の分
子
を
簡
単
な
式
に
直
す
機
能
で
あ
る
。

�たとえば「

propFra
((2x
2 �x�3)=(x
+2))」として

み
よ
。
次
に
、
手
計
算
で

2x2 �x�3を
x+2で割っ

て
商
と
余
り
を
求
め
て
み
よ
。

B=Aが(商Q
)+(余りR)=
Aの形で表示

さ
れ
る
。

虚
数
単
位

i �� �� �2nd� �
� �CATALOGを

押
す
と
「

i」が出る。こ
れ
は
虚
数
単
位
で
あ
る
。
複
素
数

a+biのiは
、

ア
ル
フ
ァ
ベ
ッ
ト
の

� �� �alpha� �� �9を
押
し
て
現
れ
る

iではなく� �
� �2nd� �
� �CATALOGを

使
う
こ
と
。

�たとえば「

(2+3i)(3�
i)」としてみ

よ
。
「

(2+3i)=(3�
i)」ではどう

か
。
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[注意℄以下の
問
題
は
、
ま
ず
自
分
で
や
っ
て
み
て
、
次
に
数
ナ
ビ
で
確
認
す
る
こ
と
。
訳
も
分
か
ら
ず
に
数
ナ
ビ
の

表
示
す
る
答
え
を
書
き
写
し
て
い
る
と
、
限
り
な
く
脳
が
退
化
し
て
い
く
こ
と
に
な
る
の
で
注
意
す
る
こ
と
！！

2次の問に答
え
よ
。

(1)展開せよ。

� �� �F23(expand
)で確認できる

。

1 
 (2x+3)(4
x�5)
2 
 (2x+3)3

(2)因数分解せ
よ
。

� �� �F22(fa
tor)

で
確
認
で
き
る
。

a;bは� �� �alphaキーを
利
用
す
る
。

1 
 a4 �4

2 
 b2 �b�2

(3) 分子を簡単
な
式
に
せ
よ
。

� �� �F27(propFr
a
)で確認でき

る
。
手
計
算
で
の
確
認
は
、

(分子)�(分母

)

を
計
算
し
て
み
る
。

1 
3x2 +2x�
4 x�1

2 
x3 �1 x+2

(4) 方程式を解
け
。

� �� �F2(solve)で
確
認
で
き
る
。

1 
 x2 �x�2
=0
2 
 x2 +4=4
x

(5) 計算して簡
単
に
せ
よ
。
基
本
画
面

(� �� �HOME)の計
算
で
確
認
で
き
る
。

1 
 (�2p 3+p
5)(p 3+3p 5
)
2 
1 4�p 3+

1 4+p 3

(6) 計算して簡
単
に
せ
よ
。
基
本
画
面

(� �� �HOME)の計
算
で
確
認
で
き
る
。

1 
1 x2 +x+1 x2 �x
2 
1+1 x 1�1 x

(7)計算して簡
単
に
せ
よ
。
基
本
画
面

(� �� �HOME)の計
算
で
確
認
で
き
る
。

1 
 (�3+2i)(
4�3i)
2 
1�3i 3+4i

関
数
グ
ラ
フ
の
描
か
せ
方

関
数
の
グ
ラ
フ
を
描
か
せ
る
に
は
、
次
の

3つの機能を
利
用
す
る
。

� �� ��� �� �F1()関数
の
定
義

,� �� ��� �� �F2()範囲
の
指
定

,� �� ��� �� �F3()グラ
フ
描
画

関
数
の
定
義

� �� ��� �� �F1(Y=)
(この画面を、

関
数
の
定
義
画
面
と
い
う

)

� 関数を定義
す
る
に
は

� �� ��� �� �F1を押し、y
1;y2;���のど

こ
に
定
義
す
る
か
を

� �� �H,� �� �Nで選択する
。

�定義する箇
所
を
決
め
た
ら

� �� �ENTERを押
し
て
一
番
下
の
段

(入力行という
)に移る。

�入力行(一番
下
の
行

)で関数を定義
し
て

� �� �ENTERを押
す
。

y=の部分を
入
れ
る
必
要
は
な
い
。

y=�x2 +2x

を
定
義
す
る
に
は
、

y1=の右側に
�x2 +2xとし

て

� �� �ENTERを押
す
。

具
体
的
に
は
、

� �� �(�)� �� �X� �� �^� �� �2� �� �+� �� �2� �� �X� �� �ENTERとす
る
。

�一度定義し
た
関
数
を
変
更
す
る
と
き
も
、
一
番
下
の
入
力
行
で
同
様
に
す
る
。

�定義した関
数
を
削
除
す
る
に
は
、

� �� �N,� �� �Hでその関数
を
黒
く
し
て

� �� � か� �� �CLEARを押
す
。

�すべての関
数
を
一
気
に
削
除
す
る
に
は
、

� �� �F18� �� �ENTERを押
す
。

グ
ラ
フ
描
画

� �� ��� �� �F3(GRAP
H)(この画面

を
、
グ
ラ
フ
画
面
と
い
う

)

�関数を定義
し
た
ら
、

� �� ��� �� �F3を押すと
グ
ラ
フ
が
描
画
さ
れ
る
。

�� �� ��� �� �F1の画面(定
義
画
面

)で左端にp
印
の
つ
い
た
関
数
だ
け
が
描
画
さ
れ
る
。

�� �� �N,� �� �Hで該当関数
を
黒
く
し
て

� �� �F4を押せば
、
そ
の
関
数
の

p をつけたり
消
し
た
り
で
き
る
。

�グラフ表示
の
状
態
で

� �� �F24(ZoomD
e
)を押せば、
�7:9< =x< =7
;9;�3:8< =
y< =3:8の範

囲
で
グ
ラ
フ
が
表
示
さ
れ
る
。
と
も
か
く
、
グ
ラ
フ
が
う
ま
く
表
示
さ
れ
な
い
と
き
は

� �� �F24を押す
。

範
囲
の
指
定

� �� ��� �� �F2(WIND
OW)(この

画
面
を
、
ウ
ィ
ン
ド
ウ
・
エ
デ
ィ
タ
ー
と
い
う
。

)

�� �� ��� �� �F2を押せば
、
グ
ラ
フ
の
描
画
範
囲
を
直
接
指
定
で
き
る
。

�� �� �H� �� �Nを利用して
該
当
項
目
に
移
動
し
て
、
数
値
を
直
接
書
き
込
む
。

�xmin,xma
xはx軸の範

囲
、

ymin,ymax
は

y軸の範囲、

xs
l,ys
lでは

x軸とy軸の
目
盛

(s
ale)の間隔
を
指
定
す
る
。

xmin<xmax,
ymin<ymax,
xs
l>0,ys
l
>0となるよ

う
に
指
定

す
る
こ
と
。
グ
ラ
フ
で
の
エ
ラ
ー
は
、
こ
の
数
値
の
設
定
ミ
ス
に
よ
る
こ
と
が
多
い
。

�xmin,ymin
な
ど
が
負
数
に
な
る
と
き
は
、
、 　先
、 　頭
、 　の
、 　マ
、 　イ
、 　ナ
、 　ス
、 　に
、 　は

� �� �(�)、 　を、 　利、 　用、 　す
、 　る
、 　こ
、 　と
。

�設定を誤っ
て
エ
ラ
ー
画
面
が
表
示
さ
れ
た
と
き
は
、

� �� �ESCでエラー
を
消
し
て
か
ら
、

� �� �F24を押
す
。
強
制
的
に

�7:9< =x< =7
;9;�3:8< =
y< =3:8の範囲

に
変
更
さ
れ
る
。

�xresではグ
ラ
フ
の
解
像
度
を
指
定
で
き
る
が
、

xres=2の値
を
特
に
変
更
す
る
必
要
は
な
い
。

ど
の
画
面
で
も
、

� �� �HOMEを押す
と
、
計
算
を
行
う
画
面

(基本画面とい
う

)に戻ることが
で
き
る
。

3� �� ��� �� �F1として、
y1にy=�x
2 +3xを定義

し
て
、

� �� ��� �� �F3でグラフ
を
表
示
さ
せ
よ
。

(1)グラフが表
示
さ
れ
た
ら
、

� �� �F3を押して

� �� �J� �� �Iを押してみ
よ
。
そ
の
点
の
座
標
が
表
示
さ
れ
る
。
ト

レ
ー
ス
機
能
と
い
う
。

� �� �ESCを押すと
座
標
が
消
え
る
。
再
び

� �� �F3を押し、
カ
ー
ソ
ル
の
点
滅
状
態
で

1� �� �ENTER、3� �� �ENTER、�1
� �� �ENTERとし

て
み
よ
。
自
分
の
好
き
な
箇
所
に
飛
ぶ
こ
と
が
で
き
る
。

�1のマイナス
は
、

� �� �(�)である。
(2)� �� ��� �� �F1で、y1を

y1=�x2 +3
x�1に変更し

て
、

� �� ��� �� �F3でグラフ
を
表
示
さ
せ
よ
。

(3)� �� ��� �� �F2で、描画
範
囲
を

�3< =x< =5;
�2< =y< =2に

変
更
し
て
、

� �� ��� �� �F3グラフを
描
画
さ
せ

よ
。
こ
こ
で
の
マ
イ
ナ
ス
は

� �� �(�)を利用す
る
。

(4)� �� �F3で、(3+
p 5)=2� �� �ENTERとせ

よ
。
カ
ー
ソ
ル
は
ど
こ
に
飛
ん
だ
か
。
そ
の
カ
ー
ソ
ル
の
移
動
先
を

解
の
公
式
で
計
算
し
て

(自分で)確認
せ
よ
。
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す
う

数
ナ
ビ

TI{89の
使
い
方

(2)

ク
ラ
ス

番
号

氏
名

グ
ラ
フ
画
面
で
の
諸
機
能

ト
レ
ー
ス
機
能

� �� �F3(Tra
e) � グラフ表示
の
状
態
で

� �� �F3を押すと
、
点
の
座
標
を
表
示
し
な
が
ら

� �� �J,� �� �Iでグラフ
上
を
移
動
で

き
る
。

x座標を打ち
込
ん
で

� �� �ENTERを押
す
と
、
そ
の

x座標をもつ
グ
ラ
フ
上
の
点
に
移
動
す
る
。

�複数のグラ
フ
が
表
示
さ
れ
て
い
る
と
き
は
、

� �� �N� �� �Hで別なグ
ラ
フ
に
移
動
で
き
る
。

�x<0の値
を
打
ち
込
む
と
き
は
、

� �� �(�)を利用す
る
こ
と
。

�画面の範囲
を
越
え
た
値
を
入
れ
る
と
、
「

WindowsVa
riablesDom
ain」という

エ
ラ
ー
が
表
示
さ

れ
る
。

� �� �ESCを押す
と
エ
ラ
ー
画
面
が
消
え
る
。

再
描
画

� �� �F4(Regra
ph)グラフが

ど
の
よ
う
に
描
か
れ
る
か
を
も
う
一
度
見
た
い
と
き
は
、
こ
の
キ
ー
を
押
す
。

ズ
ー
ム
機
能

� �� �F21(Zoo
mBox)
�� �� �F21(Zoom
Box)を押す
と
、
自
分
の
指
定
し
た
長
方
形
状
の
箇
所
を
拡
大
表
示
で
き
る
。

�それには、
長
方
形
の
対
角
線
の
向
き
合
う

2点を指定す
る
。

�最初に「1
stCorner？」

を
問
わ
れ
る
。

� �� �N,� �� �H,� �� �J,� �� �Iを利用し
て
、
拡
大
し
た
い
部
分
の
左

側
の
点
を
指
定
し
て

� �� �ENTERを押
す
。

� �� �2ndを押しな
が
ら
や
る
と
移
動
量
が
大
き
く
な
る
。

�次に、「2n
dCorner？」

と
聞
い
て
く
る
の
で
、
同
じ
よ
う
に

� �� �N,� �� �H,� �� �J,� �� �Iを利用し
て
、
最

初
に
指
定
し
た
点
と
対
角
線
の
反
対
側
の
点
を
指
定
し
て

� �� �ENTERを押
す
。

�以上により
、
指
定
さ
れ
た
長
方
形
の
内
部
が
画
面
一
杯
に
表
示
さ
れ
る
。

x軸との交点

� �� �F52(Zero
)
�表示された

グ
ラ
フ
と

x軸との共有
点
が
あ
る
と
き
は
、
そ
の

x座標を求め
る
こ
と
が
で
き
る
。

�� �� �F52� �� �ENTERを押
し
、
共
有
点
の
左
側
と
右
側
を
指
定
す
る
必
要
が
あ
る
。

�まず、「Lo
werBound？

」
と
聞
い
て
く
る
の
で
、

� �� �J� �� �Iで共有点
の
ち
ょ
っ
と
左
側
に
カ
ー
ソ
ル

を
移
動
し
て

� �� �ENTERを押
す
。

� �� �2ndを押しな
が
ら
や
る
と
移
動
量
が
大
き
く
な
る
。

�次に、「Up
perBound？

」
と
聞
い
て
く
る
の
で
、

� �� �Iでカーソ
ル
を
共
有
点
の
ち
ょ
っ
と
右
側
に
移

動
し
て

� �� �ENTERを押
す
。

Lowerは小さ
い
方
、

Upperは大き
い
方
、

Boundは端と
い
う
こ
と
。

�「Zero」が
表
示
さ
れ
て
カ
ー
ソ
ル
が

x軸との共有
点
に
移
動
し
、
座
標
が
下
段
に
表
示
さ
れ
る
。

最
小
値

� �� �F53(Min
imum)、最

大
値

� �� �F54(Max
imum)

�指定された
範
囲
に
お
け
る
、

yの最小値や
最
大
値
を
求
め
る
こ
と
が
で
き
る
。

�最小値は� �� �F53� �� �ENTERを、
最
大
値
は

� �� �F54� �� �ENTERを押
し
範
囲
の
左
端
と
右
端
を
指
定
。

�「LowerB
ound？」が出

た
ら
、

� �� �J� �� �Iで範囲の
左
端
に
カ
ー
ソ
ル
を
移
動
し
て

� �� �ENTERを押
す
。
次
に
「

UpperBoun
d？」が表示

さ
れ
る
の
で
、

� �� �Iで右端に
移
動
し
て

� �� �ENTERを押
す
。

�指定された
最
小
値

(最大値)を取
る
点
に
カ
ー
ソ
ル
が
移
動
し
、
そ
の
点
の
座
標
が
下
段
に
表
示
さ
れ
る
。

2つのグラフ
の
交
点

� �� �F55(Inte
rse
tion)

�� �� �F55を押す
と
、

2つのグラフ
の
交
点
の
座
標
を
求
め
る
こ
と
が
で
き
る
。

�「1stCur
ve？」では、

� �� �H� �� �Nでグラフ
の
間
を
移
動
し
、
最
初
の
グ
ラ
フ
上
に
カ
ー
ソ
ル
を
移
動

し
て

� �� �ENTERを押
す
。
グ
ラ
フ
が

2つしか表示
さ
れ
て
い
な
い
と
き
は

� �� �ENTERだけ
で
よ
い
。

�次に、「2n
dCurve？」が

表
示
さ
れ
る
の
で
、

� �� �H� �� �Nで2つ目の
グ
ラ
フ
に
移
動
し
て

� �� �ENTERを
押
す
。
グ
ラ
フ
が

2つしか表示
さ
れ
て
い
な
い
と
き
は

� �� �ENTERだけ
で
よ
い
。

�その後で、
「

LowerBoun
d？」では� �� �J� �� �Iで交点の

左
端
を
指
定
し
て

� �� �ENTER、「
Upper

Bound? 」で
は
同
様
に
し
て
交
点
の
右
側
を
指
定
し
て

� �� �ENTERを押
す
。

�そうすると
、
カ
ー
ソ
ル
が
自
動
的
に
交
点
に
移
動
し
て
、
そ
の
点
の
座
標
が
下
段
に
表
示
さ
れ
る
。

座
標
を
表
に
す
る
テ
ー
ブ
ル
機
能

グ
ラ
フ
表
示
さ
れ
て
い
る
関
数
の

x座標とy座
標
を
、
表
と
し
て
表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

� �� ��� �� �F4()表の
開
始
位
置
や
刻
み
幅
の
設
定

,� �� ��� �� �F5()x;
y座標を表で

表
示

テ
ー
ブ
ル
機
能

� �� �F5(Table) �� �� ��� �� �F3でグラフ
が
表
示
さ
れ
て
い
る
状
態
で

� �� ��� �� �F5を押すと
、
そ
の
グ
ラ
フ
の

x座標とy座
標
が
表

(テーブル)で
表
示
さ
れ
る
。

�5行分のデ
ー
タ
し
か
表
示
さ
れ
な
い
が
、

� �� �N� �� �Hで上方に
も
下
方
に
も
自
由
に
移
動
で
き
る
。

�� �� �J� �� �Iで表の左
右
の
移
動
も
で
き
る
。
下
段
に
は
黒
く
表
示
さ
れ
て
い
る
箇
所
の
値
が
表
示
さ
れ
る
。

�� �� ��� �� �F4を利用す
る
と
、
最
初
に
表
示
さ
れ
る
表
の
左
上
の

xの値やxの
刻
み
幅
を
変
更
で
き
る
。

表
が
表
示
さ
れ
て
い
る
状
態
の
と
き
は
、

� �� �� を押さずに
� �� �F2だけを押

し
て
も
よ
い
。

テ
ー
ブ
ル
セ
ッ
ト

� �� �F4(Tblset
)
�� �� ��� �� �F4を押すと

、

� �� ��� �� �F5で最初に
表
示
さ
れ
る
表
の
左
上
の

xの値やxの
刻
み
幅
を
変
更
で
き
る
。

�� �� ��� �� �F4を押して
、
最
初
に
「

tblStart」を
指
定
す
る
。
表
の
最
初
の

xの値を指定
す
る
こ
と
に
な
る
。

�次に、� �� �Hで下の行
に
進
み
、
「

�tbl」の箇所
で
、

xの刻み幅を
指
定
す
る
。

�以上の2つ
の
値
を
指
定
し
た
ら
、

� �� �ENTERを2
回
押
す
。

�すると、表
が
設
定
し
た
よ
う
な
開
始
位
置
と
刻
み
幅
で
表
示
さ
れ
る
。

1数ナビで
次
の
操
作
を
行
え
。
そ
の
操
作
が
で
き
た
か
、
で
き
な
か
っ
た
か
、
該
当
す
る
項
目
を
○
で
囲
め
。

(1)y1=x;
y2=x2 �2

を
定
義
し
て
グ
ラ
フ
を
表
示
さ
せ
よ
。

操
作
が

で
き
た
、
で
き
な
か
っ
た

(2)描画範囲
が

�3< =x< =5;
�2:5< =y< =
2:5となるよ

う
に
せ
よ
。
操
作
が

で
き
た
、
で
き
な
か
っ
た

(3)y2のグラ
フ
だ
け
が
表
示
さ
れ
る
よ
う
に
せ
よ

操
作
が

で
き
た
、
で
き
な
か
っ
た

(4)トレース
機
能
で
、

y2=x2 �2
の
グ
ラ
フ
上
を
移
動
し
て
み
よ
。

操
作
が

で
き
た
、
で
き
な
か
っ
た

(5)(4)におい
て
、

x=�1のと
き
の

y座標を求め
よ
。

x=3のとき
の

y座標は、
(6)y1とy2

の
2つのグラフ

が
表
示
さ
れ
る
よ
う
に
戻
せ
。

操
作
が

で
き
た
、
で
き
な
か
っ
た

(7)xに対応
す
る

2つのy座標
を
、
表
と
し
て
表
示
さ
せ
よ
。

操
作
が

で
き
た
、
で
き
な
か
っ
た

(8)表の左上
の

xの値が�2
、

xの刻み幅が

1となるよう
に
せ
よ
。
操
作
が

で
き
た
、
で
き
な
か
っ
た

(9)表で、y1
> =y2となる

の
は

xがどのよう
な
と
き
か
。

< =x< =の
と
き

y1> =y2とな
る

(10)再度、グ
ラ
フ
を
表
示
さ
せ
、
上
記
を
確
認
せ
よ
。

確
認
が

で
き
た
、
で
き
な
か
っ
た

(11)2つのグ
ラ
フ
の
左
側
の
交
点
付
近
を
拡
大
せ
よ
。

操
作
が

で
き
た
、
で
き
な
か
っ
た

(12)左側の交
点
の
座
標
を
数
ナ
ビ
の
操
作
で
求
め
よ
。

x=

、

y=

(13)2つのグ
ラ
フ
の
交
点
を
自
分
で
計
算
し
て
確
認
せ
よ
。

確
認
が

で
き
た
、
で
き
な
か
っ
た

[操作℄(1)� �� ��� �� �F1と� �� ��� �� �F3、(2)� �� ��� �� �F2、(3)� �� ��� �� �F1でy1のp

を

� �� �F4ではずす、

(4)� �� ��� �� �F3と
し
て
か
ら

� �� �F3で� �� �J� �� �Iで移動、(5
)(4)の状態で

3� �� �ENTER、(6
)� �� ��� �� �F1でy1に� �� �F4でp をつ

け
る
、

(7)� �� ��� �� �F5、(8)� �� ��� �� �F4でtblStar
tに�2、�tb
lに1を入れて

� �� �ENTERを

2回押す、(9)
� �� ��� �� �F5とし

て

y1> =y2の部分
を
調
べ
る
、

(10)� �� ��� �� �F3として� �� �F3を利用、(
11)� �� �F21、(12)

� �� �F55(Interse

tion)を利

用
す
る
か
、
ま
た
は

� �� �HOMEで基
本
画
面
に
戻
り

� �� �F2(1:Solve)

を
利
用
す
る
。

(13)x=x2 �
2を自分で解く

。
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グ
ラ
フ
関
連
機
能
の
ま
と
め

�関数を定義
す
る

=)� �� ��� �� �F1
� 描画範囲を

見
る
・
指
定
す
る

=)� �� ��� �� �F2

�グラフを描
画
す
る

=)� �� ��� �� �F3
�表の始点や
刻
み
幅
を
指
定
す
る

=)� �� ��� �� �F4

�x;y座標を
表
に
す
る

=)� �� ��� �� �F5

�描画する関
数
を
指
定

=)� �� ��� �� �F1の画面
で
、

� �� �N� �� �Hで関数を指
定
し
、

� �� �F4でp

を
指
定
す
る �長方形指定
で
グ
ラ
フ
を
拡
大

=)� �� �F21

� 標準座標で
グ
ラ
フ
を
描
画

=)� �� �F24
� グラフ上を

動
く

=)� �� �F3で� �� �J,� �� �I

� グラフを再
描
画
す
る

=)� �� �F4を押す

�y座標を求め
る

=)� �� �F3を押しカー
ソ
ル

が
点
滅
状
態
で

xの値を指定し
て

� �� �ENTER

�x軸との交
点

=)� �� �F52で交点の
前
後
の

点
を

� �� �ENTERで指
定
す
る

�最小値=)
� �� �F53で左端と

右
端
を
指
定

�最大値=)
� �� �F54で左端と

右
端
を
指
定

�2つのグラ
フ
の
交
点

=)� �� �F55で、2つ
の
グ
ラ
フ
を
指
定
し
て
か
ら
、
交
点
の
前
後
の

点
を

� �� �ENTERで指
定
す
る

注

1)� �� �(�)と� �� ��の使い分け
に
注
意
す
る
こ
と
。
先
頭
の
マ
イ
ナ
ス
や
括
弧
の
す
ぐ
後
の
マ
イ
ナ
ス
は

� �� �(�)。
注

2)括弧(
)の対応関係

に
も
注
意
す
る
こ
と
。
左
括
弧

(と、右括弧

)の数は一致
す
る
必
要
が
あ
る
。

例

1)� �� ��� �� �F1で、y1=
x2 �x�1と

す
る
。

関
数
の
定
義 � �� ��� �� �F1を押して

、

� �� �N� �� �Hでy1の箇
所
を
黒
く
し
て

� �� �ENTERを押
し
一
番

下
の
行
で

x2 �x�1を
入
れ
て

� �� �ENTERを押
す
。

y2に定義する
に
は
、

y2の
箇
所
を
黒
く
し
て

� �� �ENTERを押
し
て
同
様
に
す
る
。

グ
ラ
フ
描
画 � �� ��� �� �F3を押すと

グ
ラ
フ
が
表
示
さ
れ
る
。
標
準
状
態
の
範
囲
と
す
る
た
め

� �� �F24

を
押
す
と
、

�7:9< =x< =7
:9、�3:8< =y
< =3:8の範囲で

グ
ラ
フ
が
表
示
さ
れ
る
。

目
盛
は

x;y軸とも1

刻
み
に
指
定
さ
れ
て
い
る
。

範
囲
指
定 � �� ��� �� �F2を押すと、

ど
の
よ
う
な
範
囲
で
グ
ラ
フ
が
描
画
さ
れ
て
い
る
か
が
分
か
る
。

� �� �F24を押すと
、
必
ず
、
右
の
よ
う
な
範
囲
に
な
る
。
必
要
で
あ
れ
ば
、
こ
の
値
は
自

由
に
変
え
て
よ
い
。
た
だ
し
、

xmin<xmax、

ymin<ymax

と
な
る
よ
う
に
す
る
。

ト
レ
ー
ス � �� ��� �� �F3でグラフを

表
示
さ
せ
、
そ
の
状
態
で

� �� �F3を押すと、

� �� �J� �� �Iを利用
し
て
グ
ラ
フ
上
を
移
動
で
き
る
。
下
段
に
は
、
そ
の
点
の
座
標
が
表
示
さ
れ
る
。

xの
値
を
打
ち
込
ん
で

� �� �ENTERを押
す
と
、
そ
の
値
を

x座標に持つ
点
に
移
動
す
る
。

右
図
は
、

x=2を指定
し
た
と
き
で
あ
る
。

2� �� �ENTERとす
れ
ば
よ
い
。

ZoomBox グ
ラ
フ
が
表
示
さ
れ
て
い
る
状
態
で
、
長
方
形
状
の
区
画
を
指
定
し
て
、
そ
の
部
分
だ
け

を
拡
大
表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

� �� �F21を押す。
「

1stCorner？」
で
は
、
青

い

� �� �N� �� �H� �� �J� �� �Iを利用して
長
方
形
の
頂
点
の

1つを指定し
て

� �� �ENTER、
「

2ndCorner？
」
で
対
角
線
の
反
対
側
の
頂
点
を
指
定
し
て

� �� �ENTERを押
せ
ば
よ

い
。
右
図
は

2つ目の頂点
を
指
定
し
て
い
る
と
こ
ろ
。

座
標
を
表
で
表
示 � �� ��� �� �F1で関数が

定
義
さ
れ
て
い
る
と
き
、

� �� ��� �� �F5を押すと
、
そ
の
関
数
の
座

標
を
表
で
表
示
す
る
こ
と
が
で
き
る
。
関
数
の
定
義
画
面
で

p 印のついた
関
数
の
座

標
が
表
で
表
示
さ
れ
る
。
右
図
か
ら
、

1<x<2の箇
所
で

y=0となって
い
る
こ

と
が
分
か
る
。

刻
み
幅
を
変
更 � �� ��� �� �F4を押すと

、

xの刻み幅を
変
更
す
る
こ
と
が
で
き
る
。
「

tblStart」には
表
の
開
始
位
置
を
、「

�tbl」にはx

の
刻
み
幅
を
い
れ
る
。
数
値
を
入
れ
て

� �� �Hで下
の
項
目
に
移
動
す
る
。
こ
の

2つの数値を
い
れ
た
ら

� �� �ENTERを2
回
押
す
。
右

図
で
は
、
最
初
の
開
始
位
置
を

1に、xの刻み
幅
を

0.1に設定した
。

変
更
後
の
表

前
の
箇
所
で
、
刻
み
幅
を
変
更
し
て

� �� �ENTERを2
回
押
す
と
、
変
更
し
た
設
定
で
表

が
表
示
さ
れ
る
。

� �� �Hで下に行く
こ
と
に
よ
り
、

y=0となるの
は

1:6<x<1:7
の
箇
所
で
あ
る
こ
と
が
分
か
る
。

� �� ��� �� �F4で刻み幅
を
も
っ
と
細
か
く
す
る
と
、
さ

ら
に
詳
し
い
範
囲
が
分
か
る
。

x軸との共有
点 � �� ��� �� �F3で再びグ

ラ
フ
を
表
示
さ
せ
る
。
そ
の
状
態
で

� �� �F52(Zero)を
押
す
と
、

x軸との共有
点
の
座
標
が
求
め
ら
れ
る
。
「

LowerBound
？
」
で
は
、

� �� �J� �� �Iを
利
用
し
て
共
有
点
の
左
側
を
指
定
し
て

� �� �ENTER、「U
pperBound？

」
で
は
共
有

点
の
右
側
を
指
定
し
て

� �� �ENTERを押
す
と
、
そ
の
間
に
あ
る
共
有
点
の
座
標
が
表

示
さ
れ
る
。
右
図
は
結
論
を
表
示
し
て
い
る
。

x;1:618であ
る
こ
と
が
分
か
る
。

ト
レ
ー
ス
画
面
で
も
確
認

x2 �x�1=
0の解は、x
=1�p 5 2である。

� �� �F3のトレー
ス
画
面
で
は
、

直
接

xの値を指定
で
き
る
。

(1+p 5)=2を
入
れ
て

� �� �ENTERを押
し
て
み
よ
。

右
図
は

� �� �ENTERを押
す
直
前
の
状
態
で
あ
る
。

(1+p 5)=2=
1:618034であ

る
。
解
の
確
認
は
、

� �� �HOMEを押し
て
基
本
画
面
に
戻
り
、

� �� �F21(1:Solv
e)で

「

solve(x2 �x
�1=0;x))」

、
ま
た
は
「

solve(y1(x)=
0;x)」として

も
よ
い
。

最
小
値

(最大値も同様
)
� �� ��� �� �F3でグラフ

を
表
示
さ
せ
る
。
そ
の
状
態
で

� �� �F53(Minimu
m)を押すと、

yの最小値が
求
め
ら
れ
る
。
「

LowerBound

？
」
で
は
、

� �� �J� �� �Iを利用して
最

小
値
が
あ
る
箇
所
の
左
側
を
指
定
し
て

� �� �ENTER、「U
pperBound？

」
で
は
右
側

を
指
定
し
て

� �� �ENTERを押
す
と
、

yの値が最小
に
な
る
点
に
カ
ー
ソ
ル
が
移
動

し
、
そ
の
点
の
座
標
が
表
示
さ
れ
る
。
右
図
は
結
論
を
表
示
し
て
い
る
と
こ
ろ
で
あ
る
。

基
本
画
面 � �� �HOMEを押す

と
、
計
算
を
行
う
基
本
画
面
に
戻
る
。

� �� ��� �� �F1で定義し
た
関
数

は
、
こ
の
画
面
で
も
生
き
て
い
る
。
ト
レ
ー
ス
の
画
面
で
は
、
グ
ラ
フ
が
表
示
さ
れ
て

い
る
範
囲
外
の

xの値を指定
す
る
と
エ
ラ
ー
と
な
る
が
、
基
本
画
面
で
は
定
義
域
内

の
値
で
あ
れ
ば
何
で
も
指
定
で
き
る
。
右
図
は
、

y1=x2 �x�
1において、

xに
1000を代入し

て

y1(1000)を求
め
て
い
る
。

y1(1000)� �� �ENTERとす
る
。
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数
ナ
ビ
で
グ
ラ
フ
・
ア
ー
ト
に
挑
戦

' &

$ %

課
題

数
ナ
ビ
を
使
っ
て
、
何
で
も
よ
い
の
で
グ
ラ
フ
・
ア
ー

ト
を
作
成
し
て
き
て
下
さ
い
。
画
面
の
範
囲
は

� �� �F24の画
面
と
し
、

�7:9< =x< =7
:9;�3:8< =y
< =3:8としま

す
。

た
と
え
ば
、
直
線
や
放
物
線
な
ど
を
組
み
合
わ
せ
る
だ
け
で
、

右
側
の
よ
う
な
グ
ラ
フ
が
作
成
可
能
で
す
。

1.作成の流れ (1)紙に描きた
い
グ
ラ
フ
の
下
書
き
を
す
る
。
動
植
物
、
風
景
、
物
、
イ
ラ
ス
ト
、
抽
象
画
な
ど
何
で
も
よ
い
。

(2)� �� ��� �� �F1

で
指
定
で
き
る
関
数
の
数
は

99個ある。

(3)個々の曲線
と
、
そ
の
描
画
範
囲
や
描
画
方
法
を
指
定
す
る

(詳細は、2,7
,8)。

(4)� �� ��� �� �F3

で
グ
ラ
フ
を
描
画
。
下
書
き
通
り
の
グ
ラ
フ
に
な
る
よ
う
に
関
数
の
形
や
範
囲
な
ど
を
調
整
す
る
。

す
べ
て
の
関
数
を
描
画
さ
せ
る
と
時
間
が
か
か
る
の
で
、
調
整
に
必
要
な
グ
ラ
フ
だ
け
を
表
示
さ
せ
る
と
よ

い
。

� �� �F4でチェッ
ク
印
の
つ
い
た
関
数
の
グ
ラ
フ
だ
け
が
表
示
さ
れ
る
。

(5)グラフが確
定
し
た
ら
、
必
要
が
な
け
れ
ば
座
標
軸
を
消
す

(詳細は、8(5
))。

(6)最後に、画
面
を
保
存
す
る

(詳細は、4)。

2.描画範囲の
指
定

� �� �j

個
々
の
関
数
の
描
画
範
囲
を
指
定
で
き
る
。
た
と
え
ば
、

y1=x2 の�
1<x<2の

範
囲
だ
け
を
描
画
さ
せ

た
い
の
で
あ
れ
ば
、
「

y1(x)=x2 j
�1<xand
x<2」とする

。
つ
ま
り
、
関
数
の
後
に
縦
線

� �� �jを引
き
、
そ
の
後
に
描
画
す
る
範
囲
を
指
定
す
る
。

� �� �jは� �� �=の下
の
キ
ー
で
あ
る
。

andは� �
� �alphaを利用

し
、

andの両側に
は
空
白

� �� �alpha� �� �(�)

が
必
要
で
あ
る
。
不
等
号

<>は、� �
� �2nd0,� �
� �2nd.である

。

3.関数定義の
際
の
留
意
事
項

�「y=2j
�1<xan
dx<2」の

よ
う
に
、

x軸に平行な
直
線
を
定
義
す
る
と
、
数
ナ
ビ
は

�1<x<2の
範
囲
で
は
な
く
画
面
一
杯
の
グ
ラ
フ
を
描
画
す
る
。
こ
の
場
合
は
、
傾
き
が

0の直線を
変
数

xを含む形で
定
義
す
る
。
例
え
ば
、
「

y=2+0�x
j�1<xan
dx<2」と

す
る
。

�x=1のよ
う
な

y軸と平行な
直
線
は
、

y=���の形で
は
定
義
で
き
な
い
。
傾
き
の
非
常
に
大
き
な

直
線
と
し
て
定
義
す
れ
ば
よ
い
。
例
え
ば
、
点

(1;0)を通る縦
の
直
線
は

y=100(x�
1)とする。た

だ
し
、

xの範囲を指
定
し
た
直
線
は

2年の媒介変
数
表
示
の
知
識
が
必
要
に
な
る
。

�絶対値関数

(absolutefun

tion)y=jxj

は
、
「

y=abs(x)」
と
し
て
定
義
す
る
。

absは� �
� �alphaを

利
用
す
る
。
ま
た
は
、

� �� �CATALOG

を
利
用
し
て
も
よ
い
。

�中心(a;b)、
半
径

rの円の方程
式
は
後
期
に
学
ぶ
。
そ
れ
は
、
点

(a;b)との距離
が

rであるよう
な

点

(x;y)の集り
で
あ
る
か
ら
、
三
平
方
の
定
理
よ
り

(x�a)2 +(y
�b)2 =r2 で

あ
る
。
こ
れ
を
解

く
と

y�b=�p r
2 �(x�a)2

で
あ
る
か
ら
、

y=�p r2 �
(x�a)2 +bで

あ
る
。
し
た
が
っ
て
、

円
の
上
半
分
は

y=p r2 �(x
�a)2 +bであ

る
。

4.グラフの保
存

作
成
し
た
図
を
保
存
す
る
に
は
、

� �� �F12(SaveC
opyAs���)

と
し
、

� �� �Hで「Vari
able」の箇所

に
い

き
、
適
当
な
名
前
を
指
定
す
る
。
名
前
は
、
各
学
科
の
略
称
の
ア
ル
フ
ァ
ベ
ッ
ト

2つと各自の
出
席
番
号
と

す
る
。
た
と
え
ば
、

mm45とか、

ss03などのよ
う
な
名
前
と
す
る
。
保
存
の
仕
方
に
自
信
が
な
い
と
き
は
、

関
数
の
定
義
を
消
さ
な
い
よ
う
に
し
て
、
そ
の
ま
ま
持
っ
て
き
て
下
さ
い
。
そ
の
画
像
を
再
び
呼
び
出
す
に
は
、

� �� �F11(Open)

と
し
て

Variableに自
分
が
保
存
し
た
名
前
を
入
れ
て

� �� �ENTERを押
せ
ば
よ
い
。

5.保存の際の
注
意
事
項

� �� �F11(open)

を
利
用
し
て
保
存
フ
ァ
イ
ル
を
呼
び
出
す
と
、
現
在

� �� ��� �� �F1の画
面
で
定
義
さ
れ
て
い
る
関

数
が
す
べ
て
削
除
さ
れ
、
新
に
オ
ー
プ
ン
す
る
画
像
の
定
義
関
数
で
置
き
換
ら
れ
る
の
で
注
意
す
る
こ
と
。

6.保存グラフ
の
削
除

保
存
し
た
グ
ラ
フ
を
削
除
す
る
に
は
、

� �� �2nd� �� ��(Va
r-Link)として

、

� �� �Hで保存し
た
名
前
の
箇
所
に
い

き
、

� �� � で削除す
る
。

7.個々の関数
の
描
画
ス
タ
イ
ル
の
設
定

関
数
の
グ
ラ
フ
は
、
通
常
は
少
し
ず
つ
線
分

(Line)で結ば
れ
て
曲
線
が
表
示
さ
れ
る
。
点

(Dot)の連続
で
表

示
さ
せ
た
り
、
太
い

(Thi
k)線で表
示
さ
せ
た
り
、
カ
ー
ソ
ル
が
動
く

(Animate)だ
け
で
曲
線
が
残
ら
な
い

よ
う
に
し
た
り
、
曲
線
の
上
を
斜
線
で
塗
り
つ
ぶ
し
た
り
す
る
こ
と
も
で
き
る
。

(1)関数の定義
画
面

(� �� ��� �� �F1)に
関
数
が
定
義
さ
れ
て
い
る
と
す
る
。

(2)� �� �N,� �� �H

で
表
示
方
法
を
指
定
し
た
い
関
数
に
合
わ
せ
る
。
黒
く
な
っ
た
関
数
の
表
示
方
法
が
変
更
で
き
る
。

(3)� �� �2nd� �
� �F1を押す。

グ
ラ
フ
の
描
画
ス
タ
イ
ル
を
指
定
で
き
る
。

(4)前に変更し
て
い
な
け
れ
ば
、
「

1:Line」にチ
ェ
ッ
ク
印
が
つ
い
て
い
る
。

(5)� �� �N,� �� �H

で
移
動
し
、
点

(Dot)の連続
で
表
示
さ
せ
た
い
と
き
は
「

2：Dot」、点�
の
代
わ
り
に
四
角
■

を
使
い
た
い
と
き
は
「

3:Square」、太
線

(Thi
k)で表示
さ
せ
た
い
と
き
は
「

4：Thi
k」に
、
カ
ー
ソ

ル
が
動
く
だ
け
で
曲
線
が
表
示
さ
れ
な
い
よ
う
に
す
る
に
は
「

5：Animate」
に
合
わ
せ
て

� �� �ENTERを
押
す
。
「

7:Above」は
曲
線
の
上
側
に
斜
線
を
引
き
、
「

8:Below」は下
側
に
斜
線
を
引
く
。

(6)再度� �
� �2nd� �� �F1を押

せ
。
チ
ェ
ッ
ク
印
の
位
置
が
変
更
さ
れ
て
い
る
は
ず
で
あ
る
。

(7)� �� ��� �� �F3

を
押
す
と
、
指
定
さ
れ
た
表
示
方
法
で
グ
ラ
フ
が
描
画
さ
れ
る
。

(8)以上のこと
を
、
個
々
の
関
数
ご
と
に
指
定
で
き
る
。

8.グラフ画面
の
描
画
形
式
の
設
定

複
数
の
グ
ラ
フ
を
同
時
に
描
画
さ
せ
た
り
、
座
標
軸
を
消
し
た
り
す
る
こ
と
も
で
き
る
。

(1)� �� ��� �� �F1、
� �� ��� �� �F2、� �
� ��� �� �F3のいず

れ
か
の
画
面
に
お
い
て
、

� �� ��� �� �j(または

� �� �F19)を押す
。

(2)「Coordi
nate」のRE
CTは、変更

し
な
い
こ
と
。
現
在
使
っ
て
い
る
の
は
直
交
座
標

(re
tangular


oordinates)
で
あ
る
。

(3)「Graph
Order」をSI
MULにすると

、
複
数
の
グ
ラ
フ
が
同
時
に

(simultaneou
sly)描画され

る
。

SEQでは、定
義
し
た
順
に

(insequen
e)
描
画
さ
れ
る
。

(4)「Grid」
を

ONにすると
、
画
面
全
体
に
格
子
縞
が
現
れ
、

OFFにすると
消
え
る
。

(5)「Axes」
の
箇
所
を

OFFにすると
座
標
軸
が
消
え
る
。

ONにすると
座
標
軸
が
表
示
さ
れ
る
。

(6)「Leadin
gCursor」を
ONにすると

、
グ
ラ
フ
描
画
の
先
端
に
カ
ー
ソ
ル
が
現
れ
る
。

(7)「Label」
を

ONにすると
、
座
標
軸
の
名
前
の

x;yが表示さ
れ
る
。

9.その他 �黒い塗りつ
ぶ
し
は
、
太
線
を
少
し
ず
つ
ず
ら
し
な
が
ら
塗
り
つ
ぶ
す
こ
と
に
な
る
。
太
線
は
、
定
義
画
面

で
、
太
く
し
た
い
グ
ラ
フ
を
黒
く
反
転
さ
せ
て
か
ら
、

� �� �2nd� �� �F1で
「

4:Thi
k」を選
択
す
る
。

�すべての関
数
を
削
除
す
る
に
は
、

� �� �F18。
�グラフを描

画
さ
せ
る
関
数
は
、

� �� �F4でチェッ
ク
印
の
つ
け
ら
れ
た
関
数
で
あ
る
。
関
数
が
増
え
て
く
る

と
、
個
々
の
関
数
に
チ
ェ
ッ
ク
を
つ
け
た
り
取
っ
た
り
す
る
の
は
面
倒
で
あ
る
。
す
べ
て
の
関
数
に
チ
ェ
ッ

ク
印
を
つ
け
た
り
、
取
っ
た
り
す
る
に
は

� �� �F5を利用す
る
。

� �� �F51ですべ
て
の
関
数
の
チ
ェ
ッ
ク
を

は
ず
し
、

� �� �F52で、す
べ
て
の
関
数
に
チ
ェ
ッ
ク
が
付
け
ら
れ
る
。

10.参考例の
関
数

例
示
し
た
図
は
、
以
下
の
関
数
で
描
画
さ
れ
て
い
る
。
個
々
の
関
数
に
、
太
線
や
斜
線
に
よ
る
塗
り
つ
ぶ
し
な
ど

の
指
定
を
行
い
、
左
上
の
図
の
よ
う
に
表
示
さ
れ
る
よ
う
に
せ
よ
。

y1=�p x+
7:5+1:7

y2=�1=7�x
+:7jx>�7
:7

y3=�x 5+1=5�sin
(3�x)jx>�
7:6y4=p 22 �

(x+4:8)2 �
4:8

y5=(x+4:9
)2 �3:5j�5:5
<xandx
<�4:4

y6=p x+4
:9�3:3jx<
�3:5
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平
成

15年度冬
季
休
業
課
題

数
ナ
ビ
「
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に
よ
る
グ
ラ
フ
・
ア
ー
ト

(一関工業高等
専
門
学
校
、

1年生の作品)
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《
基
礎
数
学

I》夏期休
業
課
題

ク
ラ
ス

番
号

氏
名

' &

$ %

夏
期
休
業
の
課
題
は
、
以
下
の

3点です。(1
)(2)は、休み

明
け
の
最
初
の
日

(9月1日)に
提
出
し
て
く

だ
さ
い
。

(3)は、最初
の
授
業
の
と
き
に
、
私
の
数
ナ
ビ
に
フ
ァ
イ
ル
コ
ピ
ー
し
ま
す
。

(1)このプリ
ン
ト
に
あ
る
問
題
を
レ
ポ
ー
ト
用
紙
に
計
算
過
程
と
と
も
に
解
答
す
る
。

(2)このプリ
ン
ト
の
裏
に
あ
る
自
由
研
究
の
う
ち
、
ど
れ
か
一
つ
を
選
ん
で
レ
ポ
ー
ト
用
紙
に
ま
と
め
る
こ
と
。

(3)数ナビを
利
用
し
た
グ
ラ
フ
・
ア
ー
ト
を
作
成
す
る
。

�どうしても
分
か
ら
な
い
問
は
飛
ば
し
て
も
よ
い
が
、
必
ず
提
出
の
こ
と
。
成
績
に
関
係
し
ま
す
。

�すぐ分かる
問
以
外
は
答
え
だ
け
を
書
か
な
い
で
途
中
の
計
算
過
程
も
書
く
こ
と
。

�計算問題で
は
数
ナ
ビ
は
答
え
合
わ
せ
と
し
て
利
用
す
る
。
表
示
結
果
を
丸
写
し
し
な
い
こ
と
！

�計算過程が
必
要
な
箇
所
で
答
し
か
書
い
て
い
な
い
場
合
は
、
書
き
直
し
て
も
ら
う
こ
と
が
あ
る
。

展
開

(p.4) 1同じもの
を
一
つ
の
文
字
で
置
き
か
え
て
、
次
の
式
を
展
開
せ
よ
。

(1)(2x2 +x+
1)(2x2 +x�
1)(2)(2x2
�x+1)(2x2
+x�1)(3
)(2x2 +x�1
)(2x2 �x�1
)

2公式(a+
b)(a2 �ab+
b2 )=a3 +b3
;(a�b)(a2 +
ab+b2 )=a3
�b3 は覚える

こ
と
！！

こ
の
公
式
を
利
用
し
て
、
次
の
式
を
展
開
せ
よ
。

(1)(x+2)(x
2 �2x+4)
(2)(2x�1)(
4x2 +2x+1
)(3)(x2
+y2 )(x4 �x
2 y2 +y4 )

3(a+b)3 =
a3 +3a2 b+3
ab2 +b3 は覚

え
る
こ
と
！！
こ
の
公
式
を
利
用
し
て
、
次
の
式
を
展
開
せ
よ
。

(1)(x+2)3
(2)(2x�1)3
(3)(3x+2y)
3 (4)(x2
�3)3 (
5)(x2 �y2 )3

因
数
分
解

(p.6) 4公式を利
用
し
て
、
次
の
式
を
因
数
分
解
せ
よ
。
共
通
な
も
の
が
あ
っ
た
ら
、
ま
ず
、
く
く
る
。

(1)9x2 �16
(2)18x2 �12
x+2
(3)18x2 �8y
2

(4)4x2 +20x
+25
(5)6x2 �7x
�3
(6)12x2 +21
x+9

5a2 �b2 =
(a+b)(a�b
)は頻出する

。
こ
の
公
式
を
利
用
し
て
、
次
の
式
を
因
数
分
解
せ
よ
。

(1)(x+2)2 �
1
(2)(x+y)2 �
(x�y)2
(3)4y2 �(x
�2y)2

6一つの文
字
に
つ
い
て
降
べ
き
の
順
に
整
理
し
て
、
次
の
式
を
因
数
分
解
せ
よ
。

例

x2 +2xy+y
2 �2x�2y�
3=x2 +(2y
�2)x+(y2 �
2y�3) �次

数
の
順
に
整
理

=x2 +(2y�
2)x+(y+1)
(y�3)=(x
+y+1)(x+
y�3)

こ
れ
は
、

x2 +7x+12
=(x+3)(x+
4)という因数

分
解
と
同
じ
タ
イ
プ
で
あ
る
。

(1)x2 �2y2
+xy+2x+
7y�3
(2)x2 �2y2
+xy�4x+
y+3

整
式
の
除
法

(p.9,p.17)整
式

Pを整式Bで
割
っ
た
と
き
の
商
を

Q、余りをR

と
す
る
と
、

P=BQ+R
と
表
せ
る
の
で
、

P B=Q+R Bである。こ
の
変
形
で
、
分
子
の
次
数
を
分
母
の
次
数
よ
り
下
げ
る
こ
と
が
で
き
る
。

7次の分数
式
の
、
分
子
を
分
母
で
割
っ
た
商
と
余
り
を
求
め
て
、
分
子
が
簡
単
に
な
る
よ
う
に
変
形
せ
よ
。

(1)2x3 +x2
+x�1 x�1
(2)2x3 +x2

+x�1 x2 �1
(3)2x3 +x2

+x�1 x3 �1
剰
余
の
定
理
と
因
数
定
理

(p.10)

整
式

P(x)をx�a

で
割
っ
た
と
き
の
商
を

Q(x)、余りを

RとするとP
(x)=(x�a)
Q(x)+Rであ

る
。

特
に
、

R=P(a)であ
る
。
ま
た
、

P(a)=0であ
れ
ば
、

P(x)=(x�
a)Q(x)と因数

分
解
で
き
る
。

8剰余の定
理
を
利
用
し
て
、
次
の
問
に
答
え
よ
。

(1)P(x)=x
3 +2x2 +ax
+1がx+1

で
割
り
切
れ
る
よ
う
に
、

aの値を定め
よ
。

(2)P(x)=x
6 +ax3 +bは

、

x+2でもx
�1でも割り

切
れ
る
。

a;bの値を求
め
よ
。

(3)P(x)=x
3 +ax2 +bx
+8はx�2

で
割
り
切
れ
、

x+3で割ると
20余る。a;b

の
値
を
求
め
よ
。

9因数定理
を
利
用
し
て
、
次
の
式
を
因
数
分
解
せ
よ
。

(1)x3 �3x�
2
(2)x3 �2x2
�3x+6
(3)3x3 +x2
�8x+4

分
数
式
の
計
算

(p.15)
10次の分数

式
を
計
算
し
て
簡
単
に
せ
よ
。

(1)1 x�1�1�
x2 1+y�x+
x2 1�y2
(2)x2 +2x�

3 x2 �4�x
2 +5x�14 x2 +8x+15

(3)1 x2 �x�6+
x x2 �2x�8
(4)x�2

y x2 �2xy�8
y2�x�3y x2 �4xy

(5)x�2 x+1 x x+1�2

(6)1+2 x�2 1�2 x+2
絶
対
値

(p.19)

実
数

aと原点0と
の
距
離
を

jajで表す。a
> =0のときja
j=a、a<0

の
と
き

jaj=�aであ
る
。

11次の値を
求
め
よ
。

(4)～(6)は簡
単
に
せ
よ
。

�は円周率で
あ
る
。

(1)j5�2j
(2)j1��j
(3)jp 2�3j

(4)jx�2j;(
x>3)
(5)j2�xj;(
x>3)
(6)jxj+j1�
xj;(x>3)

平
方
根

(p.20)p a2 =
jajである。x
>2のとき、
p 4�4x+x2
=j2�xj=�
(2�x)=x�
2

12次の式を
計
算
を
せ
よ
。
分
数
に
な
る
も
の
は
分
母
を
有
理
化
す
る
こ
と
。

(1)(3+4p 2
)2
(2)(3+p 2)(
4�3p 2)
(3)(3+p 2)3

(4)1 4�p 3
(5)2�p 3 4+p 3
(6)3�4p 2 p 2�2

13次の式を
、
根
号
も
絶
対
値
も
使
わ
な
い
式
で
表
せ
。

(1)p �2 �4�
+4
(2)p �2 �6�
+9
(3)p �2 �8�
+16

(4)p a2 �2a
+1;(a>1)
(5)p a2 �4a
+4;(a<0)
(6)p 4a2 +4
a+1;(a<�
1)

複
素
数

(p.22)i2 =�
1となる新し

い
数
を
考
え
る
。

a+biの計算
は
、

i2 =�1に注
意
す
る
だ
け
で
普
通

に
計
算
し
て
よ
い
。

�=a+biの
と
き
、

j�j=ja+bi
j=p a2 +b2

を

�の絶対値、

�=a+bi=
a�bi

を

�の共役複素
数
と
い
う
。

k>0のとき
は
、

p �k=p ki

で
あ
る
。

14次の式を
計
算
せ
よ
。

(1)(3�2i)2
(2)(3�2i)(5
+4i)
(3)(3�2i)3

(4)1 4+3i
(5)4+3i 3�2i
(6)1 3�2i+1 3+2i

(7)(3�p �8
)(4+p �2)
(8)1 4�p �3
(9)2�p �3 4+p �3

15次の計算
を
せ
よ
。

(1)j4�3ij
(2)� � (5�2i)(
3+4i)� �
(3)� � � �3+2i 4�3i� � � �

(4)4�3i
(5)(5�2i)(3
+4i)
(6)� 3+2i 4�3i�
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2次方程式の解
の
公
式

(p.31)ax2 +
bx+
=0(a
n =0)の解は、

x=�b�p b
2 �4a
 2aであ

る
。

16次の2次
方
程
式
の
解
を
求
め
よ
。
因
数
分
解
で
き
る
も
の
は
因
数
分
解
に
よ
る
こ
と
。

an =0とする。

(1)x2 �3x�
4=0
(2)x2 �3x+
4=0
(3)2x2 �3x�
4=0

(4)4x2 +1=
0
(5)4x2 �5=
0
(6)4x2 +5x=
0

(7)1 2x2 +2 3x+3 4=0
(8)0:2x2 �0:
15x+0:3=0
(9)ax2 �(2a
+1)x+a+1
=0

判
別
式

(p.32)D=b2
�4a
を2次方

程
式
の
判
別
式
と
い
う
。

Dの符号で、
解
の
タ
イ
プ
が
分
か
る
。

例

1)kx2 �kx
+2=0が2重

解
を
持
つ
の
は
、

D=(�k)2 �
8k=k2 �8k
=k(k�8)=
0のときな

の
で

k=0;8である
が
、

k=0のときは

2=0となり不
合
理
な
の
で

k=8のときで
あ
る
。
こ
の
と
き
、

8x2 �8x+2
=0より4x2
�4x+1=0;
(2x�1)2 =0

な
の
で
、

2重解はx=
1 2である。

17次の2次
方
程
式
が
、

2重解を持つよ
う
に

kの値を定め、
そ
の
と
き
の

2重解を求めよ
。

(1)x2 +(k+
2)x+k2 =0
(2)x2 �4kx+
k+3=0

解
と
係
数
の
関
係

(p.32)ax2 +
bx+
=0の
解
を

�;�とすると
、

�+�=�b a;��=
 aである。
例

2)x2 +2x+
3=0の解を

�;�とすると
、

�+�=�2;
��=3である

か
ら
、

� �+� �=�2 +�2 ��=(�+
�)2 �2�� ��=(
�2)2 �2�3 3=�2 3

182x2 �8x
+3=0の解を

�;�とすると
き
、
次
の
値
を
求
め
よ
。

(1)�+�
(2)��
(3)�2 +�2

(4)(�+1)(�
+1)
(5)1 �+1 �
(6)�3 +�3

2次式の因数分
解

(p.34)
ax2 +bx+

=0の解を�;
�とすると、a
x2 +bx+
=
a(x��)(x�
�)と因数分解

で
き
る
。

例

3)2x2 +2x
+1=0の解が

x=�1�i 2なので、

2x2 +2x+1

は
次
の
よ
う
に
因
数
分
解
で
き
る
。

2x2 +2x+1
=2� x��1+i 2�� x��1�i 2� =1 2(2x+1�i)
(2x+1+i)

19次の2次
式
を
因
数
分
解
せ
よ
。

(1)x2 +3x+
1
(2)x2 +3x+
3
(3)4x2 +3x�
2

(4)3x2 �3x+
2
(5)15x2 +22
x+8
(6)8x2 �12x
+5

2数を解にもつ

2次方程式

2数�;�を解
と
す
る
よ
う
な

2次方程式は、

(x��)(x��
)=0であるか

ら
、

x2 �(�+�)x
+��=0

で
あ
る
。
つ
ま
り
、

2数の和と積が
分
か
れ
ば
、
そ
の

2数を解に持つ
よ
う
な

2次方程式を作
れ
る
。

例

4)3�2iを
解
と
す
る

2次方程式は、

2数の和が6、
積
が

9�4i2 =13な
の
で

x2 �6x+13
=0

21次の2数
を
解
に
も
つ

2次方程式を作
れ
。

(1)1 2;�2 3
(2)4�p 3
(3)�2�p 3i 5

222x2 �3x
+4=0の解を

�;�とすると
き
、
次
の

2数を解にもつ
2次方程式を作

れ
。

(1)�+1;�+
1
(2)1 �;1 �
(3)�2 ;�2

自
由
研
究

次
の
課
題
か
ら

1つを選択して
、
何
か
の
規
則
性
が
な
い
か
ど
う
か
を
数
ナ
ビ
を
利
用
し
て
調
べ
て
み
て
く
だ
さ

い
。
そ
し
て
、
そ
の
結
果
を
レ
ポ
ー
ト
に
ま
と
め
て
く
だ
さ
い
。

ま
と
め
方
は
自
由
で
す
。
数
ナ
ビ
に
ど
の
よ
う
な
こ
と
を
や
ら
せ
た
ら
ど
の
よ
う
な
結
果
が
表
示
さ
れ
た
か
。
い
ろ

い
ろ
や
っ
て
い
る
う
ち
に
ど
の
よ
う
な
こ
と
が
予
想
さ
れ
て
き
た
か
。
そ
の
予
想
を
確
か
め
よ
う
と
し
て
、
ど
の
よ
う

な
こ
と
を
し
た
か
。
そ
の
予
想
が
正
し
い
こ
と
を
、
ど
の
よ
う
な
理
由
で
確
信
し
た
か
。
あ
る
い
は
、
そ
の
予
想
が
誤

り
で
あ
る
こ
と
を
、
ど
の
よ
う
に
し
て
分
か
っ
た
か
。
あ
る
い
は
、
ど
の
よ
う
な
こ
と
が
原
因
で
、
そ
の
予
想
の
真
偽

を
確
か
め
る
こ
と
が
で
き
な
か
っ
た
か
。
な
ど
な
ど
、
各
自
の
思
考
の
経
過
を
ま
と
め
れ
ば
よ
い
の
で
す
。
予
想
が
正

し
い
と
確
信
で
き
る
と
き
は
、
そ
の
証
明
も
考
え
て
み
て
く
だ
さ
い
。

(1)(x+1)n

の
展
開

基
本
画
面

� �� �HOMEの展開

� �� �F23(expand
)を利用して、
(x+1)n の展

開
を
、
で
き
る
だ
け
多
く
の
自

然
数

nについて行い
、
そ
の
結
果
を
書
き
写
し
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
こ
の
展
開
式
の
係
数
の
間
に
成
り
立

つ
一
般
的
な
規
則
性
を
、
で
き
る
だ
け
多
く
見
つ
け
て
く
だ
さ
い
。
で
き
れ
ば
、
そ
の
証
明
も
考
え
て
み
て
く
だ

さ
い
。

(x+1)3 を数
ナ
ビ
で
展
開
す
る
に
は
、
「

fa
tor((x+1)
� �� �^3)� �� �ENTER」で

す
。

(2)xn �1の
因
数
分
解

基
本
画
面

� �� �HOMEの因数
分
解

� �� �F22(fa
tor)
を
利
用
し
て
、

xn �1の因数
分
解
を
、
で
き
る
だ
け
多

く
の
自
然
数

nについて行い
、
そ
の
結
果
を
書
き
写
し
て
く
だ
さ
い
。
た
だ
し
、
複
素
数
の
範
囲
の
因
数
分
解

(
fa
tor)は考
え
な
い
も
の
と
し
ま
す
。
そ
し
て
、
因
数
分
解
さ
れ
た
式
の
形
に
、
何
か
の
規
則
性
が
な
い
か
ど

う
か
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。
規
則
性
に
気
が
つ
い
た
ら
、
何
故
そ
う
な
る
か
と
い
う
証
明
も
考
え
て
み
て
く
だ
さ

い
。
数
ナ
ビ
で

x3 �1を因数
分
解
さ
せ
る
に
は
、
「

fa
tor(x� �� �^3�1)� �� �ENTER」で
す
。

(3)繁分数の
値

次
の
繁
分
数
の
値
を
求
め
て
み
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
同
様
の
こ
と
を
も
う
ち
ょ
っ
と
続
け
て
く
だ
さ
い
。

そ
し
て
、
一
般
に
、
ど
の
よ
う
な
値
に
な
る
か
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。
た
と
え
ば
、

3番目の値の
場
合
は
、

「

1=(1+1=(1+
1=(1+1)))」

と
な
り
ま
す
。
数
ナ
ビ
で
確
認
す
る
と
き
は
、
括
弧
の
対
応
関
係
に
注
意
し
て

く
だ
さ
い
。

1 1+1;
1 1+1 1+1;1 1+1 1+1 1+1;
1 1+1 1+1 1+1 1+1

(4)絶対値関
数
の
グ
ラ
フ

y=jxjのグラ
フ
は
、
数
ナ
ビ
で
は

� �� ��� �� �F1で、たと
え
ば

y1=abs(x)

と
し
て
入
力
し
ま
す
。

abs

は

� �� �alphaを利用
し
ま
す
。

y=jxjは、x
> =0のときは

y=xであり、

x<0のときは

y=�xで
す
。

y1には適当な
関
数
を
定
義
し
、

y2=abs(y1(x
))として� �� ��� �� �F3でグラフを

描
画
さ
せ
て
く
だ
さ

い
。
そ
の
と
き
、

� �� ��� �� �jでLeading
CursorをON

に
し
た
方
が
グ
ラ
フ
が
分
か
り
や
す
い
で
す
。

y1に
い
ろ
い
ろ
な
関
数
を
定
義
し
て
み
て
、
一
般
に

y=f(x)とy
=jf(x)jのグ

ラ
フ
の
間
に
は
ど
の
よ
う
な
関

係
が
あ
る
か
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。
ま
た
、
絶
対
値
を
利
用
す
る
と
、
次
の
よ
う
な
グ
ラ
フ
を
描
く
こ
と
が
で
き

ま
す
。
そ
れ
ぞ
れ
、
ど
の
よ
う
な
関
数
で
し
ょ
う
か
？
ま
た
、
絶
対
値
を
利
用
し
て
、
も
っ
と
お
も
し
ろ
い
グ
ラ

フ
は
で
き
な
い
で
し
ょ
う
か
。 xy O

xy O

xy O

xy O
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《
基
礎
数
学

I》夏期休
業
「
自
由
研
究
」
の
解
説

ク
ラ
ス

番
号

氏
名

� �

� �

(1)(x+1)n

の
展
開

基
本
画
面

� �� �HOMEの展
開

� �� �F23(expan
d)を利用して

、

(x+1)n の展
開
を
、
で
き
る
だ
け
多
く
の
自

然
数

nについて行
い
、
そ
の
結
果
を
書
き
写
し
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
こ
の
展
開
式
の
係
数
の
間
に
成
り
立

つ
一
般
的
な
規
則
性
を
、
で
き
る
だ
け
多
く
見
つ
け
て
く
だ
さ
い
。
で
き
れ
ば
、
そ
の
証
明
も
考
え
て
く
だ
さ
い
。

解
説

ま
ず
、
で
き
る
だ
け
多
く
の

nについて、
そ
の
展
開
式
を
書
き
出
す
こ
と
が
必
要
で
す
。

(x+1)n の
展
開
式
の
係
数
の
間
に
は
、
実
に
多
く
の
性
質
が
あ
り
ま
す
。
そ
れ
を
、
ど
れ
だ
け
見
つ
け
る
こ
と
が
で
き
た
で

し
ょ
う
か
？
な
お
、
こ
の
よ
う
な
式
の
展
開
式
は
、
一
般
に
二
項
定
理
と
呼
ば
れ
て
い
ま
す
。

総
評

半
数
以
上
の
人

(72名)がこの
課
題
を
選
択
し
ま
し
た
。
こ
の
課
題
を
選
択
し
た
大
部
分
の
人
が

(x+1)n

の
展
開
式
の
「
最
大
次
数
の
項
は

n次である」「
最
後
は

1である」「次
数
が

1つずつ小さ
く
な
る
」
「
係

数
は
左
右
対
称
で
あ
る
」
「

nが奇数のと
き
は
中
央
に
同
じ
係
数
が
あ
る
」
な
ど
と
い
う
こ
と
に
気
づ
き
ま
し

た
。
「

xn�1 とxの係
数
は
い
ず
れ
も

nである」こ
と
に
も
多
く
の
人
が
気
づ
い
て
い
ま
す
。
他
に
も
、
以
下

に
み
る
よ
う
に
、
多
く
の
特
徴
が
あ
り
ま
す
。
な
お
、

S科は、授業
時
間
数
の
関
係
か
ら
授
業
中
に
こ
の
課
題

を
や
っ
た
の
で
、

S科の人はこ
の
課
題
以
外
を
選
択
し
て
い
ま
す
。

こ
の
課
題
を
選
択
し
な
か
っ
た
人
は
、
以
下
の
展
開
式
を
み
て
く
だ
さ
い
。
ど
の
よ
う
な
こ
と
に
気
が
つ
く
で

し
ょ
う
か
。 (x+1)1 =

x+1

(x+1)2 =
x2 +2x+1

(x+1)3 =
x3 +3x2 +3x
+1

(x+1)4 =
x4 +4x3 +6x
2 +4x+1

(x+1)5 =
x5 +5x4 +10
x3 +10x2 +5
x+1

(x+1)6 =
x6 +6x5 +15
x4 +20x3 +1
5x2 +6x+1

(x+1)7 =
x7 +7x6 +21
x5 +35x4 +3
5x3 +21x2 +
7x+1

(x+1)8 =
x8 +8x7 +28
x6 +56x5 +7
0x4 +56x3 +
28x2 +8x+
1

(x+1)9 =x9
+9x8 +36x7
+84x6 +126
x5 +126x4 +
84x3 +36x2 +
9x+1

指
摘
さ
れ
た
事
柄

?印の箇所は
、
私
の
解
説
で
す
。

�左から3番
目
の
項

(xn�2 )の係数
は

1 2n(n�1)で
あ
る
。

[M℄千田、
左
か
ら

3番目の項の
係
数
は
、
左
か
ら

2番目の項の
係
数
を

1 2(n�1) 倍し
た
も
の
で
あ
る
。

[E℄夏目 �(x+1)n の
展
開
式
の

x2 の係数は、

(x+1)n�1 の
展
開
式
の

x2 の係数にn
�1を足した
も
の
で

あ
る
。

[C℄川又 �(x+1)n の
展
開
式
に
含
ま
れ
る

xの数(展開式
の

xk の指数kの
和

)は、(x+1)
n�1 の展開式
の

xの数とnの
和
で
あ
る
。

[C℄高橋慶(3
1)

?たとえば、

(x+1)4 の展
開
式
に
含
ま
れ
る

xの数は、4+
3+2+1=1
0であるが、こ

れ
は

(x+1)3 の展
開
式
に
含
ま
れ
る

xの数3+2+
1=6と(x+
1)4 の指数4と

の
和
で
あ
る
。

?この和は、
具
体
的
に
は
、

nが1から順
に
、

1;3;6;10;
15;21;28;��
�である。

�上述の和は
、

(x+1)n のx
2 の係数になっ

て
い
る
。

[C℄高橋慶(3
1)

�(x+1)n の
左
か
ら

3番目の項の
係
数
は
、

(x+1)n�1 の
左
か
ら

3番目の項の
係
数
に

n�1を加
え
た
も
の
で
あ
る
。

[C℄佐々木歩

?たとえば、

(x+1)5 の左
か
ら

3番目の10x3

の
係
数

10は、(x+1
)4 の左から3

番
目
の
項

の
係
数

6に5�1=4

を
加
え
た
も
の
で
あ
る
。

�前の展開式
の
隣
り
合
う
項

(xk とxk�1 )

の
係
数
の
和
は
、
次
の
展
開
式
の

xk の係数であ
る
。

[M℄熊谷尚、佐
々
木
信
、
佐
々
木
翼
、
津
田
、

[E℄井上、熊谷
美
、
鹿
野
、
狩
野
、
佐
藤
雄
、
佐
々
木
康
、

島
津
、
鈴
木
晶
、
似
内
、
照
井
、

[C℄阿部、熊谷
和
、
佐
々
木
佳
、
菅
原
健

?理由は、た
と
え
ば

(x+1)3 の展
開
式
に

x+1を掛けて
(x+1)4 の展

開
式
を
自
分
で
計
算

し
て
み
て
く
だ
さ
い
。
ど
の
よ
う
な
部
分
で

2つの和が出
て
く
る
か
が
分
か
る
で
し
ょ
う
。

�上述と同じ
内
容
で
あ
る
が
、
前
の
展
開
式
の
左
か
ら

k番目の項の
係
数
と
、
次
の
展
開
式
の
左
か
ら

k
番
目
の
項
の
係
数
と
の
差
は
、
前
の
展
開
式
の
左
か
ら

k�1番目の項
の
係
数
で
あ
る
。

[M℄祝田

?たとえば、

(x+1)4 の展
開
式
の

3番目の項の
係
数

6と、(x+1)
5 の展開式の
3番目の項

の
係
数

10の差4は、

(x+1)4 の展
開
式
の

2番目の項の
係
数
で
あ
る
。

�xm を左半分
の
項
と
す
る
と
、
そ
の
係
数
は

xm+1 の係数を
1 n�m倍して
m+1をかけ

た
も
の

で
あ
る
。

[E℄千葉達 ?たとえば、(
x+1)9 の展開

式
の

x7 の係数は、
x8 の係数9に

対
し
て
、

9�1 9�7�(7+1
)=36

� 左から数え
て

k番目の項の
係
数
と
指
数
を
か
け
て

kで割ると、
次
の
項
の
係
数
に
な
る
。

[M℄津田、[E
℄鈴木晶、 ?たとえば、

(x+1)4 の展
開
式
の

2番目の項4x
3 では4�3�
2=6が3番目

の
項
の
係
数

?このことを
発
展
さ
せ
る
と
、

(x+1)n の展
開
式
の
係
数
を
す
べ
て
求
め
る
こ
と
が
で
き
ま
す
。

最
初
は

xn です。これ
は
左
か
ら
数
え
て

1番目なので
、
そ
の
次
は

n�1�1=
nが2番

目

xn�1 の係数で
す
。
そ
し
て
、
係
数

�指数�番目
=n�(n�1
)�2=n(n
�1) 2が

3番目xn�2 の
係
数
で
す
。
そ
し
て
、

n(n�1) 2�(n�
2)�3=n(n
�1)(n�2) 2�3が

4番
目

xn�3 の係数で
す
。
以
下
、
こ
れ
を
繰
り
返
し
て
い
け
ば
よ
い
わ
け
で
す
。

5番目の係数
は

n(n�1)(n�
2)(n�3) 2�3�4

で
す
。
た
と
え
ば
、

n=5のとき
の

5番目は5xで
す
が
、
こ
の
係

数

5は、5(5�1
)(5�2)(5�3
)

2�3�4
=5�4�3�2 2�3�4=5

と
し
て
得
ら
れ
ま
す
。

�係数が最大
に
な
る
の
は
、
次
数
が

n 2のときであ
る
。

n 2が小数のと
き
は
、
そ
の
前
後
の
整
数
の
と

き
で
あ
る
。
た
と
え
ば
、

n=6のとき
は

x3 の項の係数
が
最
大
で
あ
り
、

n=5のとき
は

5 2=2:5

の
前
後
の

x2 ;x3 の項の
係
数
が
最
大
に
な
る
。

[E℄夏目、千葉
達

nが偶数のとき
は
次
数
が

n 2+1のときの
係
数
が
最
大
に
な
る
。

nが奇数のとき
は
次
数
が

n 2;n 2+1

(小数点以下切
り
上
げ

)のときの係数
が
最
大
に
な
る
。

[C℄昆
�nが偶数の

と
き
は
、
中
心
の
項
の
係
数
が
最
大
に
な
る
。

[E℄狩野
�nが奇数2k
+1のとき、

係
数
が
最
大
に
な
る
の
は

n�kのときで
あ
る
。

[C℄川又、高橋
顕

?たとえば、
n=9のとき、

9=2�4+1で
あ
る
の
で
、

k=4であるか
ら

n�k=9�4
=5

で
あ
る
。

x5 の係数が最
大
で
あ
る
。

�nが偶数の
と
き
の
項
の
数
は
奇
数
、

nが奇数のと
き
の
項
の
数
は
偶
数
で
あ
る
。

[M℄祝田、千
田
裕
、

[C℄高橋亜
�nが1つ増

え
る
と
、
展
開
式
の
項
の
数
も

1つ増える。

[M℄千葉亮
�xを含む項

の
数
は

n個である。

[C℄尾崎、滝浦
�(x+1)n の

係
数
の
和
は

2n である。[C
℄熊谷建

�展開式の項
の
数
は

n+1個である
。

[M℄祝田、菅
原
寛
、
山
口
、

[E℄井上、鹿野
、
佐
藤
裕
、
千
葉

達
、

[C℄相原、熊谷
建
、
昆
、
佐
々
木
翔
、
澤
口
、
菅
原
健
、
高
橋
慶

(31)、那須
�中央にいく

ほ
ど
、
係
数
は
大
き
く
な
る
。

[M℄千田裕、

[E℄藤田

�中央から離
れ
る
に
つ
れ
、
係
数
は
小
さ
く
な
る
。

[M℄木戸
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�係数は中央
に
行
く
ほ
ど
大
き
く
な
り
、
中
央
か
ら
離
れ
る
ほ
ど
小
く
な
る
。

[E℄加藤健、夏
目
、

�nが1,2の
と
き
、

3,4のとき、5
,6のときとい

う
よ
う
に
、

nが2つ増え
る
ご
と
に
同
じ
係
数
の
組

の
数
が
増
え
て
い
く
。

[M℄祝田
誤
っ
た
指
摘 �nが素数の

と
き
、

(x+1)n の展
開
式
の

1以外の係数
は
、

nの倍数であ
る
。

?もっと大き
な
素
数
に
つ
い
て
調
べ
て
み
て
く
だ
さ
い
。
必
ず
し
も
倍
数
で
は
な
い
係
数
が
現
れ
ま
す
。

' &

$ %

(2)xn �1の
因
数
分
解

基
本
画
面

� �� �HOMEの因
数
分
解

� �� �F22(fa
tor
)を利用して

、

xn �1の因数
分
解
を
、
で
き
る
だ
け
多

く
の
自
然
数

nについて行
い
、
そ
の
結
果
を
書
き
写
し
て
く
だ
さ
い
。
た
だ
し
、
複
素
数
の
範
囲
の
因
数
分

解

(
fa
tor)は考
え
な
い
も
の
と
し
ま
す
。
そ
し
て
、
因
数
分
解
さ
れ
た
式
の
形
に
、
何
か
の
規
則
性
が
な
い

か
ど
う
か
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。
規
則
性
に
気
が
つ
い
た
ら
、
何
故
そ
う
な
る
か
と
い
う
証
明
も
考
え
て
み
て
く

だ
さ
い
。

解
説

ま
ず
、
多
く
の
自
然
数

nについてx
n �1を因数

分
解
し
た
式
を
書
き
出
し
て
み
る
こ
と
が
必
要
で

す
。
自
然
数

nと因数分解
さ
れ
た
式
と
の
関
係
を
眺
め
て
い
る
と
、
幾
つ
か
の
特
徴
的
な
こ
と
に
気
が
つ
い
て

く
る
で
し
ょ
う
。

総
評

こ
の
課
題
を
選
択
し
た
人
は

50名でした。「

x�1が含まれ
る
」「

nが偶数のと
き
は

(x�1)(x+1)

が
含
ま
れ
る
」
と
い
う
よ
う
な
こ
と
に
つ
い
て
は
、
ほ
ぼ
全
員
が
気
が
つ
い
て
い
ま
す
。
そ
れ
以
外
に
も
、
次
の

よ
う
な
こ
と
に
気
が
つ
い
て
い
る
人
が
い
ま
す
。
ま
た
、
証
明
を
試
み
て
い
る
人
も
い
ま
す
。

こ
の
課
題
を
選
択
し
な
か
っ
た
人
は
、
以
下
の
式
を
眺
め
て
み
て
く
だ
さ
い
。

nと因数分解
さ
れ
た
式
と
の

間
の
関
係
に
つ
い
て
、
ど
の
よ
う
な
こ
と
に
気
が
つ
く
で
し
ょ
う
か
。

x1 �1=x�
1
x2 �1=(x�
1)(x+1)
x3 �1=(x�
1)(x2 +x+1
)
x4 �1=(x�
1)(x+1)(x2
+1)
x5 �1=(x�
1)(x4 +x3 +
x2 +x+1)

x6 �1=(x�
1)(x+1)(x2
�x+1)(x2 +
x+1)

x7 �1=(x�
1)(x6 +x5 +
x4 +x3 +x2
+x+1)

x8 �1=(x�
1)(x+1)(x2
+1)(x4 +1)

x9 �1=(x�
1)(x2 +x+1
)(x6 +x3 +1
)

x10 �1=(x
�1)(x+1)(x
4 +x3 +x2 +
x+1)(x4 �x
3 +x2 �x+
1)

x11 �1=(x
�1)(x10 +x
9 +x8 +x7 +
x6 +x5 +x4
+x3 +x2 +
x+1)

x12 �1=(x
�1)(x+1)(x
2 +1)(x2 +x
+1)(x2 �x+
1)(x4 �x2 +
1)

指
摘
さ
れ
た
事
柄

?印の箇所は
、
私
の
解
説
で
す
。

�nが素数の
と
き
は
、

(x�1)(xn�1
+xn�2 +���
+x+1)であ

る
。

[M℄今野、境
、
佐
藤
真
、
千
葉
俊
、
花
坂
、

[S℄池淵、石川
朋
、
及
川
貴
、
菊
池
和
、
須
藤
、
千
葉
健
、

村
上
、
山
口
、

[C℄佐藤弘、村
上
、
山
口

素
数
の
と
き
は
、

2つの式の積
に
因
数
分
解
さ
れ
る
。

[M℄境、千葉
俊
、

[E℄伊藤龍、[
C℄石川、佐藤

大

�pを素数と
し
て

n=2pのとき
は
、

x2p �1=(x
�1)(x+1)(x
p�1 +xp�2 +
���+x+1)(
xp�1 �xp�2
+���+x�1
)

と
い
う
形
で
あ
る
。

[M℄境

?pが素数のと
き
、

x2p �1=(xp
�1)(xp +1)で

あ
り
、

xp �1=(x�1
)(xp�1 +xp�2
+���+x+1)

で
あ
る
。
素
数

pは奇数なの
で

xp +1はx�
1を因数にも

つ
。
同
様
に
考
え
る
と

xp +1=

(x+1)(xp�1
�xp�2 +���
+x�1) であ

る
。

�nが3の倍
数
の
と
き
は
、

x2 +x+1が
必
ず
含
ま
れ
る
。

[M℄境、[E℄伊
藤
龍
、
佐
藤
真
、

[S℄佐々木恭、
千
葉
一
、
村
上
、
三
上
、

[C℄石川、村上

x3n �1=(x
n �1)(x2n +
xn +1)である

。

[C℄石川

?x3n �1のタ
イ
プ
の
と
き

x3 =Xとおく
と

x3n �1=(x3
)n �1=Xn �
1であるので、

こ

れ
は

X�1を因数
に
も
つ
。

X�1=x3 �
1=(x�1)(x
2 +x+1)であ

る
の
で

x2 +x+1
が
必
ず
含
ま
れ
る
。

�nが4の倍
数
の
と
き
は
、

(x�1)(x+1
)(x2 +1)が必

ず
含
ま
れ
る
。

[E℄伊藤龍、佐
藤
真
、

[S℄菊池和、佐
々
木
恭
、
鈴
木
、
千
葉
一
、
三
上
、

[C℄石川、村上

?x4n �1のと
き

x4 =Xとおく
と

x4n �1=(x
4 )n �1=Xn
�1である。

こ
れ
は

X�1
を
因
数
に
も
つ
。

X�1=x4 �
1=(x2 �1)(
x2 +1)=(x
�1)(x+1)(x
2 +1)である

の

で
、
上
記
の
こ
と
は
正
し
い
。

�nが5の倍
数
の
と
き
は
、

(x�1)(x4 +
x3 +x2 +x+
1)が含まれる

。

[M℄皆川、[E
℄佐藤真、[S℄

佐
々
木
恭
、
鈴
木
、
三
上
、

[C℄石川、村上

?x5n �1のタ
イ
プ
の
と
き

x5 =Xとおく
と

x5n �1=(x
5 )n �1=Xn
�1である。

こ
れ

は

X�1を因数
に
も
つ
。

X�1=x5 �
1=(x�1)(x
4 +x3 +x2 +
1)であるので

、
上

式
は
正
し
い
。

�nが6の倍
数
の
と
き
は
、

x2 �x+1が
必
ず
あ
る
。

[M℄境、[S℄佐
々
木
恭
、
鈴
木
、
三
上
、

[C℄石川、村上

?X=x6 とお
く
と
、

x6n �1=(x6
)n �1=Xn �
1であるので

、
こ
の
式
は

X�1=x6 �
1

を
必
ず
因
数
に
持
つ
。

x6 �1=(x3
�1)(x3 +1)

で
あ
り
、

x3 +1=(x+
1)(x2 �x+1
)で

あ
る
の
で
、

x2 �x+1が
必
ず
含
ま
れ
る
。

�nが7の倍
数
の
と
き
は
、

x6 +x5 +x4
+x3 +x2 +
x+1が必ずあ

る
。

[S℄佐々木恭、
鈴
木
、
三
上
、

[C℄村上
?X=x7 とお

く
と
、

x7n �1=(x7
)n �1=Xn �
1であるので

、
こ
の
式
は

X�1=x7 �
1

を
必
ず
因
数
に
持
つ
。

x7 �1=(x�
1)(x6 +x5 +
x4 +x3 +x2
+x+1)であ

る
の
で
、
上

記
の
こ
と
は
正
し
い
。

�nが8の倍
数
の
と
き
は
、

x4 +1が必ず
あ
る
。

[S℄三上、[C℄

村
上

?X=x8 とお
く
と
、

x8n �1=(x8
)n �1=Xn �
1であるので

、
こ
の
式
は

X�1=x8 �
1

を
必
ず
因
数
に
持
つ
。

x8 �1=(x4
�1)(x4 +1)

で
あ
る
の
で
、
上
記
の
こ
と
は
正
し
い
。

�nが9の倍
数
の
と
き
は
、

(x�1)(x2 +
x+1)(x6 +x
3 +1)が必ず

あ
る
。

[S℄石川朋、[
C℄村上

?X=x9 とお
く
と
、

x9n �1=(x9
)n �1=Xn �
1であるので

、
こ
の
式
は

X�1=x9 �
1

を
必
ず
因
数
に
持
つ
。

x9 �1=(x3
�1)(x6 +x3
+1)=(x�1
)(x2 +x+1)
(x6 +x3 +1)

で
あ
る
の
で
、
上
記
の
こ
と
は
正
し
い
。

�nが10の倍
数
の
と
き
は
、

(x�1)(x+1
)(x4 +x3 +x
2 +x+1)(x4
�x3 +x2 �x
+1)が必ず

あ
る
。

[C℄村上 ?X=x10 と
お
く
と
、

x10n �1=(x
1 0)n �1=X
n �1であるの

で
、
こ
の
式
は

X�1=x10 �
1

を
必
ず
因
数
に
持
つ
。

x10 �1=(x5
�1)(x5 +1)

で
あ
り
、

x5 �1=(x�
1)(x4 +x3 +
x2 +

x+1);x5 +1
=(x+1)(x4
�x3 +x2 �
x+1)である

の
で
、
上
記
の
こ
と
は
正
し
い
。

�指数がnm

の
形
の
式
は
、

xm �1を因数
に
も
つ
。

[E℄久保田
?X=xm と

お
く
と
、

xnm �1=(x
m )n �1=X
n �1なので、

Xn �1はX
�1を因数

に
も
つ
。
つ
ま
り
、

xnm �1はx
m �1を因数

に
も
つ
。

�指数が2n の
と
き
は
、

x2n �1=(x
�1)(x+1)(x
2 +1)(x4 +1
)��� となり、

下
線
部
は

n�1個
の
積
で
あ
る
。

[M℄今野、境
、
佐
藤
真
、
花
坂
、

[S℄千葉健

x2n �1=(x
�1)(x+1)(x
2 +1)(x4 +1
)���(x2n�1 +
1)である。[E
℄菊池和、菊池

吉
、
遊
佐
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�x2n �1 の因
数
分
解
の
式
で
、
因
数
の
数
は

n+1個であ
る
。

[S℄遊佐

?x2n �1=
(x2n�1 �1)(x
2n�1 +1) であ

る
の
で
、

x2n�1 �1 に関
し
て
同
様
の
こ
と
を
続
け
て

い
け
ば
、
最
後
は

(x2 �1)(x2 +
1)=(x�1)(
x+1)(x2 +1
)のところまで

因
数
分
解
で
き
る
。

�指数が3n の
と
き
は
、

x3n �1=(x
�1)(x2 +x+
1)(x6 +x3 +
1)(x18 +x9 +
1)��� の形で

あ

る
。

[M℄境 �因数分解し
た
式
の

x�1以外の項
を
ま
と
め
る
と

xn�1 +xn�2
+���+x+1

に
な
る
。

[S℄三上、
遊
佐 �nの約数の

数
と
、
因
数
分
解
さ
れ
た
式
の
因
数
の
数
と
は
一
致
す
る
。

[S℄山口、[C℄

山
口

?たとえば、

n=6のとき
、

12の約数は1
,2,3,6の4個

あ
り
、

x6 �1の因数
の
数
も

4個あ
る
。

x6 �1=(x�
1)(x+1)(x2
�x+1)(x2 +
x+1)

�指数nの約
数

kを指数とし
て

xk �1を考え
る
と
、

xn �1を因数
分
解
し
た
式
に
は
、

xk �1の
因
数
分
解
し
た
式
が
含
ま
れ
て
い
る
。

[C℄山口

�因数分解さ
れ
た
式
の
最
高
次
数
の
和
は

nである。[M
℄千葉俊、[S℄

石
川
雄
、
村
上
、
山
口
、

[C℄佐
藤
大
、
山
口 �因数分解し
た
全
て
の
項
の
最
後
の
数
は

1である。[S℄

石
川
雄

�一般的な形
で
証
明
を
試
み
た
人
。

[S℄村上、三上
誤
っ
た
指
摘 �nが奇数の

と
き
は

(x�1)(x2 +
x+1)が含ま

れ
る
。

?x5 �1では
含
ま
れ
て
い
ま
せ
ん
。

�nが偶数の
と
き
は

x2n �1=(x
�1)(x+1)(x
2 +1)���(xn 2
+1)である。

?x6 �1の因
数
分
解
で
は
、
こ
の
式
は
あ
て
は
ま
り
ま
せ
ん
。

�nが奇数の
と
き
は
、

(x�1)(xn�1
+xn�2 +���
+1)の形にな
る
。

?x9 �1は、
こ
の
形
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。

(x�1)以外の
項
を
ま
と
め
る
と
、
こ
の
形
に
な
り
ま
す
。

そ
れ
ま
で
に
得
ら
れ
た
結
果
か
ら
予
想
し
た
と
き
は
、
そ
れ
が
正
し
い
か
ど
う
か
も
っ
と
別
な
値
に
対

し
て
確
認
す
る
こ
と
が
必
要
で
す
。

�nが8の倍
数
の
と
き
は
、

x2 +1;x4 +1
;x6 +1;���の

よ
う
な
因
数
の
積
に
な
る
。

?x24 �1では
あ
て
は
ま
り
ま
せ
ん
。
指
数
が

2n の形である
こ
と
が
必
要
で
す
。

�予想をたて
て
、
他
の

nについても
そ
の
予
想
が
正
し
い
こ
と
を
確
認
す
る
こ
と
に
よ
り
「
証
明
し
た
」

と
し
て
い
る
人
が
多
数
い
ま
し
た
が
、
そ
れ
は
予
想
が
正
し
い
こ
と
の
可
能
性
が
高
ま
っ
た
だ
け
で
証
明
と

は
い
え
ま
せ
ん
。

' &

$ %

(3)繁分数の
値

次
の
繁
分
数
の
値
を
求
め
て
み
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
同
様
の
こ
と
を
も
う
ち
ょ
っ
と
続
け
て
く
だ
さ
い
。

そ
し
て
、
一
般
に
、
ど
の
よ
う
な
値
に
な
る
か
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。
た
と
え
ば
、

3番目の値の
場
合
は
、

「

1=(1+1=(1+
1=(1+1)))」

と
な
り
ま
す
。
数
ナ
ビ
で
確
認
す
る
と
き
は
、
括
弧
の
対
応
関
係
に
注
意
し
て

く
だ
さ
い
。

1 1+1;
1 1+1 1+1;1 1+1 1+1 1+1;
1 1+1 1+1 1+1 1+1

解
説

ま
ず
、
指
定
さ
れ
た
値
を
で
き
る
だ
け
多
く
計
算
し
て
み
る
こ
と
が
必
要
で
す
。
簡
単
な
分
数
に
す
る
と
、

次
の
よ
う
な
値
が
出
て
き
ま
す
。
単
純
に

1だけからな
る
式
な
の
で
す
が
、
こ
の
値
を
眺
め
て
い
る
と
幾
つ
か

の
特
徴
的
な
こ
と
が
あ
る
の
で
す
。

総
評

こ
の
課
題
を
選
択
し
た
人
は

32名で、ほぼ
全
員
が
分
子
と
分
母
の
和
が
次
の
分
数
の
分
母
で
あ
る
こ

と
に
気
が
つ
き
ま
し
た
。
そ
し
て
、
他
に
も
多
く
の
特
徴
に
気
づ
い
て
い
ま
す
。

こ
の
課
題
を
選
択
し
な
か
っ
た
人
は
、
つ
ぎ
の
分
数
を
な
が
め
て
見
て
く
だ
さ
い
。
ど
の
よ
う
な
特
徴
に
気
が

つ
く
で
し
ょ
う
か
。 1 2;2 3;3 5;5 8;8 13;13 21;21 34;34 55;55 89;89 144;144 233;233 377;���

指
摘
さ
れ
た
事
柄

?印の箇所は
、
私
の
解
説
で
す
。

�分母が、次
の
分
数
の
分
子
に
な
っ
て
い
る
。
つ
ま
り
、
次
の
式
で
計
算
さ
れ
る
値
が
続
い
て
い
る
。

[多数℄
前
の
分
数
の
分
母

前
の
分
数
の
分
子

+分母

�分子と分母
の
差
は
、
前
の
分
数
の
分
子
で
あ
る
。
つ
ま
り
、

b aの1つ前の
分
数
は

a�b bである。

[S℄荒木、及川
誠

�全員が気づ
い
た
特
徴
と
上
記
の
特
徴
を
合
わ
せ
る
と
、
最
初
の
分
数

1 2が分かるだ
け
で
、
他
の
分
数

を
次
々
に
求
め
る
こ
と
が
で
き
る
。

[M℄菅原歩、
[S℄斉藤慎、佐

々
木
美
、
千
葉
隼

�隣りあう2

つ
の
分
数
の
分
子
の
和
と
、
分
母
の
和
は
、
そ
の
次
の
分
数
の
分
子
と
分
母
に
な
っ
て
い
る
。

(たとえば、
2 3と3 5では、2+
3=5;3+5
=8が、次の

分
数

5 8である。)
[M℄佐藤晃

上
記
の
理
由
に
よ
り
、
最
初
の

2つの値が分か
れ
ば
、
次
々
と
値
を
求
め
る
こ
と
が
で
き
る
。

[M℄佐藤晃

�それぞれの
分
数
の
分
母
に
あ
る

1+���の���
の
部
分
は
、

1つ前の分数
の
式
と
同
じ
式
で
あ
る
。
し

た
が
っ
て
、
た
と
え
ば

8 13の次の分数
は
次
の
よ
う
に
求
め
ら
れ
る
。

[M℄佐藤一、

[S℄千葉鷹
1 1+8 13=13 13+8=13 21

?A Bの次の分
数
は
、

1 1+A B=B A+Bとなる
。
分
母
と
分
子
の
和
が
次
の
分
数
の
分
母
に
な
る
こ
と
、
分

母
が
次
の
分
数
の
分
子
に
な
る
こ
と
は
、
こ
の
こ
と
か
ら
明
ら
か
で
あ
る
。

�分子と分母
の
和
が
次
の
分
数
の
分
母
に
な
る
と
い
う
こ
と
は
、

1以外の自然
数
で
は
成
立
し
な
い
。

[S℄佐々木美、
須
藤

(2にした場合

)4 5;5 7;14 19;19 26;52 71;���

(3にした場合

)6 7;7 9;27 34;34 43;129 163;���

�1 の代わり
に
自
然
数

aで考えると
、
最
初
の
値
は

aがどんな値
で
も

1 2である。[S
℄金澤

?a a+a=a 2a=
1 2

�1以外の自
然
数

aで考えると
、
分
母
が
次
の
分
数
の
分
子
に
な
る
こ
と
と
、
分
母
の

a倍が次の分
数

の
分
子
に
な
る
こ
と
が
交
互
に
お
き
る
。

[S℄金澤、須藤
�1以外の自

然
数

aで考えると
、
前
の
分
数
の
分
母
が
次
の
分
数
の
分
子
に
な
っ
て
い
る
と
き
、
前
の
分

数
の
分
母
の

a倍と分子の
和
が
次
の
分
数
の
分
母
に
な
り
、
前
の
分
母
の

a+1倍と分
子
の
和
は
、

2

つ
目
の
分
数
の
分
母
に
な
る
。

[S℄須藤
�数の大小を

比
較
す
る
と
、
奇
数
番
目
の
値
は
そ
の
前
後
の
値
よ
り
小
さ
く
、
偶
数
番
目
の
値
は
そ
の
前
後

の
値
よ
り
大
き
い
。
つ
ま
り
、
次
の
よ
う
な
状
況
に
な
っ
て
い
る
。

[S℄千葉隼

1 2<2 3>3 5<5 8>8 13���
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�このことを
、
分
数
で
は
な
く
小
数
で
書
き
表
し
て
み
る
と
、
さ
ら
に
別
な
こ
と
が
う
か
び
あ
が
っ
て
き

ま
す
。 1 2=0:5;2 3=0:666666

;3 5=0:6;5 8=0:625;
8 13=0:61538
46;13 21=0:61904
76

21 34=0:61764
71;34 55=0:61818
18;55 89=0:61797
753;89 144=0:6180
556;144 233=0:6180
2575

? このように、
小
数
に
直
し
て
み
る
と
、
数
値
が
だ
ん
だ
ん
あ
る
値
に
近
づ
い
て
い
く
こ
と
が
予
想
で
き
ま
す
。

無
限
に
続
け
て
い
っ
た
と
き
、
ど
の
よ
う
な
値
に
近
づ
く
で
し
ょ
う
か
？
ず
っ
と
先
の
値
を

xとすると、そ
の
値
の
次
の
値

1 1+xはxとほ
と
ん
ど
同
じ
に
な
る
こ
と
が
予
想
さ
れ
ま
す
。
つ
ま
り
、
ず
っ
と
先
の
方
で
は

1 1+x=xであ
る
こ
と
が
予
想
さ
れ
ま
す
。
こ
の
式
は

x2 +x�1=
0なので2次方

程
式
の
解
の
公
式

よ
り

x=�1�p 5 2が得られ
、

x>0なのでx
=�1+p 5 2=0:6180
339887���とな

り
ま
す
。

�1だけでは
な
く
、
ど
こ
か

1箇所を2に
し
て
も
類
似
の
規
則
性
が
あ
る
。

[S℄阿部み

?以下のタイプ
で
、
同
様
の
こ
と
を
考
え
て
み
て
く
だ
さ
い
。

2 1+1 1+1;1 2+1 1+1;1 1+1 1+2

�n番目の繁
分
数
の
、
分
数
の
横
線
の
数
は

n本である。

[S℄柿岡

�数ナビで入
力
す
る
と
き
、
「

=(1+1)」が

1つずつ増え
て
い
く
。

[M℄菅原歩
誤
っ
た
指
摘 �値はだんだ

ん
大
き
く
な
る
。

?1 2=0:5;3 5=0:6;5 8=0:625;8 13=0:61538

で
あ
る
の
で
、
単
純
な
増
加
で
は
な
い
。

' &
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(4)絶対値関
数
の
グ
ラ
フ

y=jxjのグ
ラ
フ
は
、
数
ナ
ビ
で
は

� �� ��� �� �F1で、
た
と
え
ば

y1=abs(x)

と
し
て
入
力
し
ま
す
。

abs

は

� �� �alphaを利用
し
ま
す
。

y=jxjは、x
> =0のときは

y=xであり
、

x<0のとき
は

y=�xで
す
。

y1には適当な
関
数
を
定
義
し
、

y2=abs(y1(
x))として� �
� ��� �� �F3でグラ
フ
を
描
画
さ
せ
て
く
だ
さ

い
。
そ
の
と
き
、

� �� ��� �� �jでLea
dingCursor

を

ONにした方
が
グ
ラ
フ
が
分
か
り
や
す
い
で
す
。

y1に
い
ろ
い
ろ
な
関
数
を
定
義
し
て
み
て
、
一
般
に

y=f(x)とy
=jf(x)jのグ

ラ
フ
の
間
に
は
ど
の
よ
う
な
関

係
が
あ
る
か
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。

解
説

こ
の
課
題
を
選
択
し
た
人
は

[M℄伊藤一、

[E℄菊地邦、[
C℄加藤仙、佐

々
木
友
の

4人だけでし
た
。
絶
対
値

jxjの定義は、

x> =0のとき
は

jxj=xで、

x<0のとき
は

jxj=�xとい
う
こ
と

で
す
か
ら
、

y=jf(x)jは
、

f(x)> =0のと
き
は

y=jf(x)j=
f(x)であり、

f(x)<0のと
き
は

y=jf(x)j=
�f(x)という

こ
と
で
す
。

f(x)> =0なら
グ
ラ
フ
は

x軸より上側
に
あ
り
、

f(x)<0な
ら
グ
ラ
フ
は

x軸の下側に
あ
る
こ
と
に
注
意
す
る
と
、
要
す
る
に
、

y=f(x)のグ
ラ
フ
で
、

x軸より上側
に
あ
る
部
分
は
そ
の
ま
ま
に
し
て
、

x軸より下側
に
あ
る
部
分
は
符
号
を
反
対
に
し
て

x軸より上側
に
な
る

よ
う
に
し
た
も
の
が

y=jf(x)jの
グ
ラ
フ
で
す
。
こ
の
こ
と
を
、
い
ろ
い
ろ
な
関
数
の
グ
ラ
フ
を
見
る
な
か
で

実
感
さ
せ
よ
う
と
す
る
の
が
、
こ
の
課
題
の
ね
ら
い
で
し
た
。

総
評

残
念
な
が
ら
、
上
記
の
「
ね
ら
い
」
を
明
確
に
認
識
で
き
た
と
思
わ
れ
る
人
は
い
ま
せ
ん
で
し
た
。
伊

藤
と
菊
地
が
気
づ
い
た
か
も
し
れ
ま
せ
ん
が
、
記
述
さ
れ
て
い
る
文
面
か
ら
は
読
み
と
れ
ま
せ
ん
で
し
た
。
気

づ
け
な
か
っ
た
理
由
は
、
い
ろ
い
ろ
な
関
数
を
試
し
て
い
ま
す
が
、
関
数
の
グ
ラ
フ
を
ま
だ
学
習
中
の
せ
い
か
、

ax;ax2 ;ax3 な
ど
の
よ
う
な
単
純
な
関
数
し
か
試
し
て
い
な
い
こ
と
に
あ
る
よ
う
で
す
。

ax+b;ax2 +
bx+


な
ど
に
つ
い
て
も
や
っ
て
み
れ
ば
、
上
記
の
「
ね
ら
い
」
に
容
易
に
気
づ
い
た
と
思
わ
れ
ま
す
。

こ
の
課
題
を
選
択
し
な
か
っ
た
人
は
、
た
と
え
ば
、
次
の
グ
ラ
フ
を
み
て
く
だ
さ
い
。

y=f(x)のグ
ラ
フ
に

対
し
て
、
そ
の
絶
対
値
を
と
っ
た
関
数

y=jf(x)jの
グ
ラ
フ
が
ど
の
よ
う
な
関
係
に
な
っ
て
い
る
か
、
一
目
瞭

然
で
は
な
い
で
し
ょ
う
か
。
そ
し
て
、
そ
の
理
由
は
、
負
に
な
る
と
き
は
符
号
を
変
え
て
正
に
な
る
よ
う
に
す
る

と
い
う
絶
対
値
の
定
義
か
ら
明
か
で
は
な
い
で
し
ょ
う
か
。

y=x�2
y=x2 +x�
2
y=p x+4�
2

y=jx�2j
y=jx2 +x�
2j
y=jp x+4�
2j

指
摘
さ
れ
た
事
柄

?印の箇所は
、
私
の
解
説
で
す
。

�f(x)=x2 ;
x4 ;x6 のとき

、

y=jf(x)jの
グ
ラ
フ
は

y=f(x)のグ
ラ
フ
と
一
致
し
、

y=�jf(x)j

の
グ
ラ
フ
は

y=�f(x)の
グ
ラ
フ
と
一
致
す
る
。

[M℄伊藤

�f(x)=x;x
3 ;x5 のとき、
y=jf(x)jの

グ
ラ
フ
は

y=f(x)のグ
ラ
フ
の
マ
イ
ナ
ス
の
部
分
を
プ
ラ

ス
側
に
し
た
グ
ラ
フ
で
あ
り
、

y=�jf(x)jの
グ
ラ
フ
は

y=f(x)のグ
ラ
フ
の
プ
ラ
ス
の
部
分
を
マ
イ

ナ
ス
側
に
し
た
グ
ラ
フ
で
あ
る
。

[M℄伊藤
�y=jx�pj
+qのグラフ

は
、

y=jxjのグラ
フ
を

x軸方向にp、

y軸方向にq

だ
け
平
行
移
動
し

た
グ
ラ
フ
で
あ
る
。

[M℄伊藤
�y=xn のグ

ラ
フ
の

y<0の部分は
、

y=jxn jでは
逆
に
プ
ラ
ス
に
な
る
。

[E℄菊地
�y=jaxjの

グ
ラ
フ
は
、

aの値が大き
く
な
る
と
幅
が
せ
ま
く
な
り
、

aの値が小さ
く
な
る
と
広
く
な

る
。

[C℄加藤 �y=jtan(x
)jのグラフが

お
も
し
ろ
い
と
思
う
。

[C℄加藤
?tan(x)は、後

期
に
学
ぶ
三
角
関
数
で
す
。

�例題で提示
さ
れ
た
グ
ラ
フ
の
関
数
は
、

[C℄佐々木
絶
対
値
に
関
す
る
重
要
な
注
意

数
ナ
ビ
で
絶
対
値
を
含
む
関
数
の
グ
ラ
フ
を
表
示
さ
せ
る
と
き
、
ち
ょ
っ
と
気
を
つ
け
て
も
ら
い
た
い
こ
と
が
あ

り
ま
す
。
無
理
関
数
と
絶
対
値
を
両
方
含
む
関
数
を
表
示
さ
せ
る
と
き
は
、

� �� �jを利用して
、
そ
の
関
数
の
定
義
域

も
明
示
す
る
よ
う
に
し
て
く
だ
さ
い
。
た
と
え
ば
、
数
ナ
ビ
で

y1(x)=jp x
+4�2jのグラ

フ
を
表
示
さ
せ
る

と
、

x<�4の部分
の
グ
ラ
フ
も
表
示
し
て
き
ま
す
。
そ
の
グ
ラ
フ
を
み
て
納
得
し
て
は
い
け
ま
せ
ん
！

x+4<0

の
部
分
は
表
示
さ
れ
る
べ
き
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。
数
ナ
ビ
は
複
素
数
の
計
算
も
で
き
る
た
め
に
、

x<�4のとき
、

た
と
え
ば

x=�5のとき
は

y=jp �5+4
�2j=jp �1
�2j=ji�2j
=j�2+ij=

p 4+1=p 5

を
計
算
し
て
し
ま
う
の
で
す
。
こ
れ
は
、
数
ナ
ビ
設
計
上
の
仕
様
で
す
。
し
た
が
っ
て
、
こ
の
よ
う
な
と
き
は
、

「

y1(x)=abs(
p x+4�2)
� �� �jx>�4」と

し
て
、
定
義
域
を
明
示
す
る
よ
う
に
し
て
く
だ
さ
い
。
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以
下
の
問
題
と
自
由
研
究
を
レ
ポ
ー
ト
用
紙
に
回
答
し
て
、

11月19日

(金)までに
提
出
せ
よ
。

1次の方程式
を
解
け

(p.35{39)。解
の
確
認
は
数
ナ
ビ
の

� �� �F21:solveを
利
用
。
例

)solve(x2 �x�
2=0,x)

(5)～(8)は、s
olve(x+y=1
and2x�y=
3;fx;yg)のよ

う
に
、
式
を
「

and」で区切
る
。
最
後
は
、

変
数
を
中
括
弧

fgで囲む。an
dの前後の空白

は

� �� �alpha� �� �(�)

(1)x3 �3x�
2=0
(2)x3 �2x2
�3x+6=0

(3)x4 �3x3
�x2 +5x+
2=0
(4)x4 +2x3
�3x2 �4x�
12=0

(5)( x+y=5 x2 +y2 =7+
xy

(6)( 3x+y=1 x2 �xy�y2
+1=0

(7)8 > < > :x+2y+z=
3

2x+3y�z=
�4

4x�y+3z=
0

(8)8 > < > :2x�y+3z=
7

x+y�z=4 2x+3y�4z
=8

(9)p x�4=
6�x
(10)p 3x�5
=2x�10

(11)1 x�2+1 x=1 2
(12)4 x2 �4+

x 2(x+2)=
1 x�2

2次の式が恒
等
式
と
な
る
よ
う
に
、
定
数

a;b;
の値を定
め
よ

(p.40)。

[Hint℄(1)(2)は
右
辺
を
展
開
し
て
左
辺
の
係
数
と
比
較
す
る
。

(3)(4)は分母を
払
う
。

(1)3x�2=
a(x�2)+b(
x�1)
(2)3x2 �8x
+9=a(x+
2)2 +b(x+2
)+


(3)3x�
7 (x+3)(x�1

)=a x+3+b x�1
(4)1 x(x2 +1)=
a x+bx+
 x2 +1

3次の等式を
証
明
せ
よ

(p.41)。いずれ
も
「
証
明
の
仕
方
」
に
注
意
す
る
こ
と
。

(1)a2 (b�
)
+b2 (
�a)+

2 (a�b)=�
(a�b)(b�
)
(
�a)

両
辺
を
別
々
に
展
開

(2)x+y=1

の
と
き
、

x2 +y=y2 +
x

y=���に直し
て
代
入

(3)a+b+

=0のとき、

a3 +b3 +
3 =
3ab



=���にして
代
入

(4)a:b=
:
dのとき、

ab a2 +b2=

d 
2 +d2
a b=
 d=k とおくと

、

a=bk;
=dk

4次の不等式
を
解
け

(p.46{52)。負
数
で
割
る
と
き
の
不
等
号
の
向
き
に
注
意
す
る
こ
と
。

[Hint℄(5)～(8)

は
個
々
の
解
の
共
通
部
分
を
数
直
線
を
利
用
し
て
求
め
る
。

(9)(10)は因数
分
解
し
て
表
を
作
成
す
る
。

(1)2x+3>
�4x+7
(2)�2(x�3
)< =5(x+1)

(3)x2 �2x�
8>0
(4)2x2 �2x
�1<0

(5)( 2x+4<6x�
1

3x+5> =6x�
4

(6)( 2(x�1)<4x
�3

x+8>3(x�
2)

(7)( 2x+1>3x�
1

x2 �x�6<
0

(8)( 2x+1<4x�
2

x2 �2x�2<
0

(9)x3 �2x2
�5x+6<0
(10)x3 +2x2
�x�2>0

5次の不等式
を
証
明
せ
よ

(p.52)。不等式
の
「
証
明
の
仕
方
」
に
注
意
す
る
。

[Hint℄基本的に
は
左
辺

�右辺> =0を示
す
。

(4)は相加平均

> =相乗平均を利
用
し
て
も
よ
い
。

(1)(a2 +b2 )(

2 +d2 )> =(a

+bd)2
(2)a2 +b2 > =
2(a�b�1)

(3)a>0のと
き
、

1 1+a>1�a
(4)(a+b)�
1 a+1 b� > =4;(
a>0;b>0)

6全体集合を

U=f1;2;3;4
;5;6;7;8;9;1
0gとし、A=
f1;2;3;4g,B
=f2;4;6;8g

と
す
る
と
き
、
次

の
集
合
を
求
め
よ

(p.54)。個々の
記
号
の
意
味
に
つ
い
て
、
確
認
し
て
お
く
こ
と
。

(1)A\B
(2)A[B
(3)A

(4)B
(5)A[B
(6)A\B

7全体集合

Uを実数全体
と
し
、

A=fxj�2<
x<5g、B=
fxj�3< =x< =
3gとするとき

、
次
の
集

合
を
求
め
よ

(p.54)。 (1)A\B
(2)A[B
(3)A

(4) B
(5)A\B
(6)A[B

8集合A;B

に
つ
い
て
、

A[B=f1;2
;3;4;5;6;7;8
g;A\B=f
2;3;6g;A\
B=f1;8gで

あ
る
と

き
、

A;Bを求めよ

(p.54)。

9次の命題の
逆
、
裏
、
対
偶
を
述
べ
、
そ
れ
ぞ
れ
の
真
偽
を
述
べ
よ

(p.59)。

(1)a=1なら
ば

a2 =1
(2)a>bなら

ば

a2 >b2

(3)n が6の倍
数
な
ら
ば

nは3の倍数
で
あ
る

(4)対角線の長
さ
が
等
し
い
四
角
形
は
長
方
形
で
あ
る

10次の命題
の
対
偶
を
書
き
、
そ
の
真
偽
を
述
べ
よ

(p.59)。「かつ
」
と
「
ま
た
は
」
の
否
定
が
ど
う
な
る
か
に
注

意
す
る
こ
と
。 (1)実数x;y

に
つ
い
て
、

x+y>0なら
ば
、

x>0または
y>0である。

(2)a=0また
は

b=0ならば、
ab=0である

。

11次の空欄
に
、
必
要
、
十
分
、
必
要
十
分
の
い
ず
れ
か
を
入
れ
て
文
を
完
成
さ
せ
よ

(p.58)。

(1)x=3は、
x2 �5x+6=
0であるため

の
、

条
件
で
あ
る
。

(2)x2 =1は
、

x=1である
た
め
の

条
件
で
あ
る
。

(3)整数m;n
が
奇
数
で
あ
る
こ
と
は
、

m;nが奇数で
あ
る
た
め
の

条
件
で
あ
る
。

(4)x2 =y2 は
、

x=yである
た
め
の

条
件
で
あ
る
。

(5)x=y=1
は
、

xy=1である
た
め
の

条
件
で
あ
る
。

数
ナ
ビ
を
利
用
し
た
自
由
研
究

2次不等式ax
2 +bx+
>
0;ax2 +bx+

<0は、y=
ax2 +bx+


の
グ
ラ
フ
を
利
用
す
る
と
、
グ

ラ
フ
と

x軸との上下
関
係
を
見
る
こ
と
に
よ
り
、

x軸との共有
点
の
座
標
が
分
か
れ
ば
不
等
式
の
解
は
簡
単
に
求

め
る
こ
と
が
で
き
る
。
同
様
に
考
え
る
と
、

3次不等式x3
+ax2 +bx+

>0;x3 +a
x2 +bx+
<
0は、

y=x3 +ax2
+bx+
のグ

ラ
フ
が
分
か
れ
ば
、
簡
単
に
解
が
分
か
る
と
思
わ
れ
る
。
そ
こ
で
、

3次関数y=
x3 +ax2 +bx
+
のグラフは

、

a;b;
がどのよ
う
な
と
き
に
、
ど
の
よ
う
な
グ
ラ
フ
に
な

る
か
を
数
ナ
ビ
を
利
用
し
て
調
べ
よ
。

y=x3 +ax
2 +bx+
 を

考
え
る
と
き
、

3つの係数a
;b;
を同時に

変
化
さ
せ
る
の
も
大
変
な
の
で
、

y=x3 +ax2
;y=x3 +bx
;y=x3 +
な

ど
に
つ
い
て
調
べ
て
、
少
し
ず
つ
係
数
の
数
を
増
や
し
な
が
ら
考
察
す

る
こ
と
も
で
き
る
。
係
数

a;b;
は、グラ
フ
の
ど
の
よ
う
な
変
化
と
関
連
し
て
い
る
の
か
。
軸
と
の
共
有
点
は
ど
の

よ
う
な
と
き
か
。
共
有
点
の
数
は
、

a;b;
の値のあ
り
方
に
よ
り
ど
の
よ
う
に
変
わ
る
か
。
グ
ラ
フ
の
山
や
谷
の
頂

点
の
座
標
を

a;b;
の式で表
せ
な
い
か
。
放
物
線
で
は

y=ax2 を平
行
移
動
す
る
だ
け
で
あ
っ
た
。

3次関数に
つ
い
て
同
様
の
こ
と
を
考
え
る
こ
と
は
で
き
る
か
。
グ
ラ
フ
の
対
称
性
に
つ
い
て
何
か
特
徴
は
な
い
か
、
な
ど
な
ど
、

い
ろ
い
ろ
グ
ラ
フ
を
表
示
さ
せ
る
中
で
、
各
自
の
関
心
を
持
っ
た
部
分
に
つ
い
て
考
察
せ
よ
。

ま
と
め
方
と
し
て
は
、
各
自
が
ど
の
よ
う
な
問
題
意
識
を
も
っ
た
か
。
そ
れ
に
対
し
て
、
数
ナ
ビ
に
ど
の
よ
う
な
グ

ラ
フ
を
表
示
さ
せ
、
そ
れ
を
見
て
何
を
思
い
、
ど
の
よ
う
な
こ
と
を
予
想
し
、
そ
の
予
想
を
ど
の
よ
う
に
し
て
確
か
め

た
か
。
と
い
う
よ
う
な
、
各
自
の
思
考
の
経
過
を
ま
と
め
れ
ば
よ
い
。
な
お
、

a;b;
は整数と
は
限
ら
な
い
。

最
後
に
は
、
自
由
研
究
に
取
り
組
ん
だ
正
味
時
間
と
感
想
も
書
き
添
え
て
く
だ
さ
い
。
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[課題℄3次関
数

y=x3 +a
x2 +bx+


の
グ
ラ
フ

3次関数y=
x3 +ax2 +b
x+
のグラ

フ
は
、
係
数

a;b;
がどの
よ
う
な
と
き
に
、
ど
の
よ
う
な
グ

ラ
フ
に
な
る
か
を
調
べ
よ
。

解
説

3次関数のグ
ラ
フ
を
い
ろ
い
ろ
表
示
さ
せ
て
み
る
こ
と
に
よ
り
、
各
係
数
の
意
味
を
感
覚
的
に
つ
か

ん
で
ほ
し
い
、
と
い
う
こ
と
を
意
図
し
た
課
題
で
し
た
。
プ
リ
ン
ト
に
幾
つ
か
の
考
え
方
を
示
し
た
よ
う
に
、

y=x3 +ax
2 ;y=x2 +
bx;y=x3
+
の3つの

グ
ラ
フ
の
特
徴
を
ま
ず
考
え
る
か
、
あ
る
い
は

y=x3 +ax2
+bx+
の係

数

a;b;
のうち
、

2つの係数を
固
定
し
て

1つの係数だ
け
を
変
化
さ
せ
て

み
る
と
、
各
係
数
の
意
味
に
つ
い
て
何
ら
か
の
「
気
づ
き
」
を
得
る
こ
と
が
で
き
た
思
わ
れ
ま
す
。

い
き
な
り

y=x3 +ax2
+bx+
に取

り
組
ん
で
、
係
数
の
値
を
や
み
く
も
に
変
え
て
み
て
も
、
規
則
性
の

よ
う
な
も
の
は
発
見
で
き
な
い
で
し
ょ
う
。
問
題
を
単
純
に
し
て
、
係
数
を
少
し
ず
つ
変
え
な
が
ら
考
え
て
い
く

と
よ
い
で
し
ょ
う
。
何
を
す
れ
ば
よ
い
の
か
を
把
握
す
る
た
め
に
も
、
「
問
題
文
を
よ
く
読
む
」
こ
と
が
必
要
で
す
。

[1℄y=x3 +
ax2 のグラフ

aの値を変え
て
い
け
ば
、
グ
ラ
フ
が
ど
の
よ
う
に
変
化
し
て
い
く
か
は
明
か
で
し
ょ
う
。
た
だ
し
、

aの値を
変
え
る
と
し
て
も
、
正
の
方
向
だ
け
で
は
な
く
、
負
の
方
向
に
も
変
え
て
み
る
こ
と
が
必
要
で
す
。

a=1;2;3
a=�1;�2;�
3x3 ;
2x2 ;x3 +2x2
x3 ;�2x2 ;x3
�2x2

図

1

図

2

図

3

図

4

指
摘
さ
れ
た
事
柄 �aの値を変
化
さ
せ
る
と
、
山
や
谷
の
部
分
が
大
き
く
な
る
こ
と
に
は
、
多
く
の
人
が
気
づ
き
ま
し
た
。
曲

線
の
揺
れ
の
幅
が
広
く
な
る
、
狭
く
な
る
と
い
う
形
で
も
表
現
さ
れ
て
い
ま
す

(図1、図2)。

�原点と(�a
;0)がx軸と

の
共
有
点
で
あ
る
こ
と
に
、
多
く
の
人
が
気
づ
い
て
い
ま
す
。

?実際、x軸と
の
共
有
点
で
は

y=0なので、

x3 +ax2 =x2
(x+a)=0よ

り
、

x=0;�aとな
り
ま
す
。

こ
の
よ
う
な
方
程
式
を
解
く
形
で
示
し
た
人
は
、

[S℄遊佐です。

�グラフは、
原
点
で

x軸に接する
。

[M℄千葉(絢)

? 実際、上記の
こ
と
か
ら

x=0は2重解
で
す
。

�aの値が1

だ
け
増
え
る
（
減
る
）
ご
と
に
、
共
有
点
の

x座標は1だ
け
減
る
（
増
え
る
）
。

[E℄藤田

�aの値が1

増
え
る
と
、

yの値はx2 ず
つ
増
加
す
る
。

[S℄下川

?実際、x3 +
(a+1)x2 �(x
3 +ax2 )=x2

で
す
。

�y=x3 +a
x2 とy=x3
�ax2 とが原

点
に
関
し
て
対
称
な
こ
と
も
、
多
く
の
人
が
気
が
つ
き
ま
し
た
。

?実際、f(x)
=x3 +ax2 は

、

�f(�x)=�(
(�x)3 +a(�x
)2 )=x3 �ax
2 より原点に関

し
て
対
称

�y=�x3 +
ax2 のグラフ

は
、

y=x3 +ax2

の
グ
ラ
フ
と
、

y軸に関して
対
称
で
あ
る
。

[S℄三上

?実際、f(x)
=�x3 +ax2

と
お
く
と
、

f(�x)=�(�
x)3 +a(�x)2
=x3 +ax2 で

あ
る
。

�グラフの対
称
の
中
心
点
の

x座標は、a

が
増
え
る
に
つ
れ
減
少
す
る
。

[C℄長田

?詳しくは2年
の
微
分
法
で
学
び
ま
す
が
、
対
称
の
中
心
点
の

x座標は�a 3です。

�a>0のと
き
谷
の
頂
点
は
原
点
に
あ
り
、

a<0のとき
山
の
頂
点
が
原
点
に
あ
る
。

[E℄菅野、中村

�グラフは、

aの値によら
ず
、
増
加
・
減
少
・
増
加
の
順
に
な
っ
て
い
る
。

[E℄松田

�aを正の方
に
変
化
さ
せ
る
と
左
側
の
山
が
大
き
く
な
る
が
右
側
の
谷
の
部
分
は
ほ
と
ん
ど
変
わ
ら
な
い
。

反
対
に
、

aを負の方に
変
化
さ
せ
る
と
右
側
の
谷
が
大
き
く
な
る
が
左
側
の
山
の
部
分
は
ほ
と
ん
ど
変
化

し
な
い
。

[M℄中川、[E
℄阿部(才)、伊

藤

(龍)、太田、
佐
々
木

(直)、佐々木
(康)、夏目、
[S℄金澤

�a>0のと
き
の
山
の
頂
点
の
座
標
は

� �2 3a;4 27a3� である
。

[S℄遊佐

�a=0のと
き
の
共
有
点
は
原
点
だ
け
で
あ
る
。

[M℄佐々木(信
)

�a>0のと
き
は

�a<x<0と

x>0の箇所
で

y>0である
が
、

a<0のとき
は

x>�aのと
き
だ
け

y>0である
。

[M℄佐藤(一)

�このグラフ
は
、
必
ず
、

3点(0;0);(�
a;0);(�1;a�
1)を通る。[C
℄佐々木(佳)

�2点(1;a+
1);(�1;a�
1)を通る。[E
℄久保田、三浦

、

[S℄菊池(和)、
遊
佐

�yの値の増
加
・
減
少
の
境
目
の
箇
所
は
、

x=�2 3aのときで
あ
る
。

[M℄境、[S℄齋
藤

?これは正しい
指
摘
で
す
。

2年の微分法を
利
用
す
る
と
、
こ
の
こ
と
を
簡
単
に
導
く
こ
と
が
で
き
ま
す
。

�y=x3 +a
x2 において、

x=�a�1の
と
き
の

yの値は、�
(a+1)2 であ

る
。

[S℄伊藤(麻)

?実際、x=�
a�1のときy
=(�a�1)3 +
a(�a�1)2 =
�(x2 +2a+1
)=�(a+1)2

で
あ
る
。

�y=x3 +a
x2 のグラフを

平
行
移
動
す
る
と

y=x3 �ax2
に
な
る
。

[M℄佐藤(一)

?どれだけ平行
移
動
す
れ
ば
よ
い
か
も
考
え
て
み
る
と
、
な
お
良
か
っ
た
で
す
。

y=x3 +ax2
を

x軸方向に

�2a=3、y軸方
向
に
は

�4a3 =27だけ
平
行
移
動
す
れ
ば
よ
い
の
で
す
。

�y=x3 +a
x2 は偶関数で

も
奇
関
数
で
も
な
い
の
で
、
対
称
性
は
な
い
。

[S℄阿部(み)

�y=x3 のグ
ラ
フ
と
違
い
、

x<0でもy
>0となるこ

と
が
あ
る
。

[S℄小野寺(淳

)

こ
の
よ
う
な
グ
ラ
フ
に
な
る
理
由

グ
ラ
フ
の
特
徴
を
つ
か
ま
え
た
後
は
、
何
故
そ
の
よ
う
な
グ
ラ
フ
に
な
る
の
か
を
考
え
て
ほ
し
か
っ
た
と
思
い

ま
す
。

y=x3 +ax2
は
、

y=x3 とy=
ax2 との和に

な
っ
て
い
る
の
で
、

2つのグラフ
を
別
々
に
描
い

て
み
れ
ば
理
由
が
明
か
で
す
。
図

3を見ると、
x<0の側で

は

y=ax2 のy
>0の部分と

y=x3 の

y<0の部分
と
を
加
え
る
こ
と
に
な
る
の
で
、
一
時
的
に
グ
ラ
フ
が
上
方
に
引
き
上
げ
ら
れ
る
形
に
な
る
の
で

す
。
図

4は、その反
対
に
、

x>0の側で
は

y=x3 のy>
0の部分が下

方
に
引
き
下
げ
ら
れ
る
形
に

な
っ
て
い
ま
す
。

[2℄y=x3 +
bxのグラフ

bの値を変え
て
い
け
ば
、
グ
ラ
フ
が
ど
の
よ
う
に
変
化
し
て
い
く
か
は
明
か
で
し
ょ
う
。
た
だ
し
、

bの値を
変
え
る
と
し
て
も
、
正
の
方
向
だ
け
で
は
な
く
、
負
の
方
向
に
も
変
え
て
み
る
こ
と
が
必
要
で
す
。

b=1;2;3
b=�1;�2;�
3x3
;2x;x3 +2x
x3 ;�2x;x3 �
2x

図

5
図

6

図

7

図

8

指
摘
さ
れ
た
事
項 �bを正の方
に
変
化
さ
せ
て
い
く
と
、
グ
ラ
フ
は
直
線
に
よ
う
に
な
り

y軸に近づい
て
い
く
こ
と

(図5)、
そ
し
て

bを負の方に
変
化
さ
せ
て
い
く
と
山
や
谷
の
部
分
が
大
き
く
な
っ
て
い
く
こ
と
に
は
、
多
く
の
人

が
気
づ
き
ま
し
た

(図6)。
�グラフが原

点
に
関
し
て
対
称
で
あ
る
こ
と
に
も
、
多
く
の
人
が
気
が
つ
き
ま
し
た
。

?実際、f(x)
=x3 +bxとお

く
と
、

�f(�x)=�(
(�x)3 +b(�x
))=x3 +bx=
f(x)となるの

で
、
原

点
に
関
し
て
対
称
で
す
。
こ
の
証
明
を
書
い
て
き
た
の
は
次
の
人
で
す
。

[M℄木戸、[S℄

遊
佐

�y=�x3 +
bxのグラフは

、

y=x3 �bx

の
グ
ラ
フ
と

y軸に関して
対
称
で
あ
る
。

[S℄三上

?実際、f(x)
=�x3 +bxと

お
く
と
、

f(�x)=�(�
x)3 +b(�x)=
x3 �bxである

。
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�x軸との共有
点
の
個
数
は
、

b>0のときは

1個、b<0の
と
き
は

3個である。

[M℄佐々木(尚

)、千葉(友)、
橋
本
、

[S℄菊地(泰)

b=0のときの
共
有
点
は
原
点
だ
け
で
あ
る
。

[M℄佐々木(信

)

�b<0 のとき
、

x軸との共有点
の

x座標は0;�
p �bである。

[M℄木戸、津田
、

[E℄熊谷(美)

b<0のときの

x軸との共有点
は
、

0以外は�m

の
形
で
あ
る
。

[E℄佐々木(康

)、夏目

�2点(1;b+
1);(�1;�b�
1)を通る。 [E℄久保田、斎

藤

(純)、[S℄菊池

(和)、佐々木

(晃)、[C℄佐々
木

(佳)

jxj=1 のとき
、

jyj=b+1で
あ
る
。

[S℄村上

�b>0のとき
、

bを1ずつ増や
し
て
い
く
と

y=x3 +bxの
値
は

x座標の分だけ
減
る
。

b<0の
と
き
は
、

bを1ずつ減ら
し
て
い
く
と

x座標の分だけ
増
え
て
い
く
。

[S℄及川(貴)、
須
藤

?x3 +(b+1)x
�(x3 +bx)=
xであることよ

り
、
明
ら
か
で
す
。

こ
の
よ
う
な
グ
ラ
フ
に
な
る
理
由

こ
の
場
合
も
、

y=x3 +bxは

y=x3 とy=
bxの和である

こ
と
か
ら
、

2つのグラフを
別
々
に
描

い
て
み
れ
ば
、
そ
の
理
由
が
明
か
で
す
。
図

7では、y=x
3 とy=bxで

は

yの符号が一致
す
る
の
で
、

b

が
大
き
く
な
る
ほ
ど
、
そ
れ
ら
の
和
は
直
線
的
に
な
り

y軸に近づいて
い
き
ま
す
。

反
対
に
、

b<0のときは
、

2つのグラフの

yの符号が異な
る
の
で
、
図

8のように、j
bjが大きく

な
る
ほ
ど
山
や
谷
の
部
分
も
大
き
く
な
っ
て
い
き
ま
す
。

[3℄y=x3 +

のグラフ


の値を変えて
い
け
ば
、
グ
ラ
フ
が
ど
の
よ
う
に
変
化
し
て
い
く
か
は
明
か
で
し
ょ
う
。
た
だ
し
、

bの値を
変
え
る
と
し
て
も
、
正
の
方
向
だ
け
で
は
な
く
、
負
の
方
向
に
も
変
え
て
み
る
こ
と
が
必
要
で
す
。

指
摘
さ
れ
た
事
柄 �多くの人が
、

y=x3 のグラ
フ
を

y軸方向に
だ
け
平
行
移
動

し
て
い
る
こ
と
に
気
づ
き
ま
し
た

(図9、図10)。

�多くの人が
、

y軸との共有点
は

(0;
)であるこ
と
に
気
づ
い
た
。

�
の正負によ
ら
ず
、
単
調
に
増
加
し
て
い
る
。

[E℄井上
山
と
谷
は
な
い
。

[C℄長田

�
=0のとき
以
外
は
、
原
点
を
通
ら
な
い
。

[E℄熊谷(美)

�2 点(1;
+
1);(�1;
�1
)を通る。 [E℄久保田、照

井
、

[S℄菊池(和)

�x 軸との共有
点
の
個
数
は

1個である。[

多
数

℄

x軸との共有点
の
座
標
は

(3p �
;0)であ
る
。

[M℄木戸

?x軸との共有
点
で
は

y=0なので、

x3 +
=0より

x3 =�
と
な
る
の
で
、

x=3p �
であ
る
。

図

9
=0;1;2;
3

図

10
=�1;�
2;�3

[4℄y=x3 +
ax2 +bxのグ

ラ
フ

a;bの値をい
ろ
い
ろ
と
変
え
て
グ
ラ
フ
の
変
化
を
眺
め
て
い
け
ば
、

a;bの役割は

y=x3 +ax2
や

y=x3 +bxの
場
合
と
同
様
で
あ
る
こ
と
が
分
か
っ
て
く
る
で
し
ょ
う
。

a=1;2;3;b=
1a=�1
;�2;�3;b=1
a=1;b=1;2
;3a=1;
b=�1;�2;�
3

図

11

図

12

図

13
図

14

指
摘
さ
れ
た
事
柄 �共有点の個
数
は

1～3個であり
、
必
ず
原
点
を
通
る
。
そ
れ
以
外
の
共
有
点
を
持
つ
の
は

a2 �4b> =0
の
と
き
で
あ
り
、
共
有
点
の

x座標はx=
�a�p a2 �4
b 2であ

る
。

[M℄木戸

�y=x3 +ax
2 +bxとy=
x3 �ax2 +bx

の
グ
ラ
フ
は
、
原
点
に
関
し
て
対
称
で
あ
る
。

[E℄松田

?f(x)=x3 +
ax2 +bxとおく

と
、

�f(�x)=�((
�x)3 +a(�x)2
+b(�x))=x3
�ax2 +bxです

。

�b<0のとき
、

y=x3 +ax2
+bxとy=x
3 �ax2 +bx

は
、
い
ず
れ
も
増
加
・
減
少
・
増
加
と
変

化
す
る
関
数
で
あ
る
。

[E℄松田

�y=x3 +ax
2 +bxは、x
=�aのとき

y=�abであ
る
。

[S℄荒木

�y=x3 +ax
2 +bxが点(p
;q)を通れば、

y=x3 �ax2
+bxは点(�p
;�q)を通る。
[S℄荒木

?y=x3 +ax2
+bxが(p;q)を

通
れ
ば
、

q=p3 +ap2 +
bpである。よっ

て
、

y=x3 �ax2 +
bxにお

い
て

x=�pのとき
は
、

y=�p3 �ap2
�bp=�(p3 +
ap2 +bp)=�
qである。

[5℄y=x3 +
ax2 +bx+

のグラフ

a;b;
の値のう
ち
、

2つを固定して
1つだけを変え

て
グ
ラ
フ
の
変
化
を
み
れ
ば
、
各
係
数
の
役
割
は
明

ら
か
で
す
。
そ
れ
は

[1℄～[3℄の場合
と
同
様
で
あ
り
、
次
の
こ
と
が
分
か
り
ま
す
。

(1)a(a>0)

を
増
す
と
左
側
の
山
が
、

a(a<0)を減
ら
す
と
右
側
の
谷
が
大
き
く
な
る

(図15、図16)
。

(2)b(b>0)を
増
す
と
直
線
状
に
な
っ
て

y軸に近づき、
b(b<0)を減

ら
す
と
山
・
谷
が
大
き
く
な
る
。 (図17、図18

)

(3)
 を変化さ
せ
て
も
グ
ラ
フ
が

y軸方向に平行
移
動
す
る
。
グ
ラ
フ
の
形
そ
の
も
の
は
変
化
し
な
い
。

a=1;2;3;b=

=1a=�
1;�2;�3;b=

=1b=1
;2;3;a=
=
1b=�1;�
2;�3;a=
=
1

図

15
図

16
図

17

図

18

指
摘
さ
れ
た
事
柄 �y軸との共有
点
は

(0;
)である、
x=0のとき
y=
である、

a;bを変えても

y軸との交点は

である、こと

に
多
く
の
人
が
気
づ
き
ま
し
た
。

�y=x3 +ax
2 +bxのグラ

フ
を
、

y軸方向に
だ
け
平
行
移
動
し
た
も
の
で
あ
る
。

[E℄松田、[S℄

阿
部

(明)、[C℄鈴木

(尊)

y=x3 +ax2
+bx+
のグラ

フ
は
、

y=x3 +ax2
+bxのグラフ

を

y軸方向に
だ
け
平
行
移
動

し
た
も
の
で
あ
る
か
ら
、

y=x3 +ax2 +
bxのグラフの

性
質
を
調
べ
れ
ば
十
分
で
あ
る
。

[S℄千葉(鷹)

�x3 の部分が
グ
ラ
フ
の
基
本
的
部
分
で
、

ax2 とbxでグ
ラ
フ
の
形
を
変
え
、


で上下の位置
を
決
め
て

い
る
。

[E℄伊藤(裕)
部
分
的
に
見
る
と

x2 ;bx;
など
が
入
っ
て
い
る
の
で
、
そ
れ
ら
の
性
質
も
含
ま
れ
て
い
る
。

[E℄藤田
y=x3 +ax3
+bx+
のa;
b;
の役割は、

y=x3 +ax2 ;
y=x3 +bx;y
=x3 +
のa
;b;
の

役
割
と
同
じ
で
あ
る
。

[S℄千田
a;b;
の2つを

固
定
し
て

1つだけを動か
す
と
、

x3 +ax2 ;x2 +
bx;x3 +
のそ

れ
ぞ
れ
の
動
き
を

す
る
。

[C℄杉澤、菅原

(律)
? いずれも、(1
)～(3)の各係数

の
役
割
を
把
握
し
た
上
で
、
こ
の
よ
う
な
形
で
表
現
し
て
い
ま
す
。

�aの値で、グ
ラ
フ
の
位
置
が
決
ま
る
。

[S℄千葉(鷹)

a が対称の中心
の

x座標を決めて
い
る
。

[C℄相原、石川
、
長
田

?このグラフは
、
あ
る

1点について点
対
称
に
な
っ
て
い
て
、
そ
の
点
の

x座標は�a=3

で
あ
る
こ
と
を
、

2年
の
微
分
法
で
学
び
ま
す
。
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�各項の係数
が
同
じ
と
き
は
、
点

(�1;0)を通る
。

[M℄佐々木(信

)、吉田(裕)

?y=ax3 +a
x2 +ax+a に

お
い
て

x=�1のとき
は

y=�a+a�
a+a=0であ

る
。

�x軸との共
有
点
の
個
数
は

1～3個である
。

[M℄橋本、[C
℄滝浦、蘇武

�
>0のと
き
、

x軸との共有
点
の

1つは必ずx
<0の側にあ

り
、


<0のとき
は
必
ず

x>0の
側
に
あ
る
。

[S℄千葉(隼)
�b<0であ
れ
ば
、

a;
の値によ
ら
ず
、
山
や
谷
の
あ
る
グ
ラ
フ
に
な
る
。

[M℄鈴木(天)

、

[S℄千葉(隼)

bが、グラフ
の
山
と
谷
の
大
き
さ
を
決
め
て
い
る
。

[C℄相原、長
田

bが大きいと
、
山
・
谷
が
で
き
な
い
こ
と
が
あ
る
。

[C℄長田

?2年の微分法
を
利
用
す
る
と
、

a2 �3b>0で
あ
れ
ば
山
や
谷
の
あ
る
グ
ラ
フ
に
な
る
こ
と
が
簡
単
に
分
か
り
ま

す
。

b<0のときは

a2 �3b>0な
の
で
山
・
谷
が
で
き
、

bが大きくてa
2 �3b<0とな

る
場
合
は
、
山
・
谷

は
で
き
ま
せ
ん
。

�y=x3 +a
x2 +bx+
=
x(x2 +ax+
b)+
である

こ
と
よ
り
、
こ
の
式
は
次
の
よ
う
に
表
せ
る
。

y=x x��a+p a
2 �4b 2! x��a�p a
2 �4b 2! +


し
た
が
っ
て
、

A=�a+
p a2 �4b 2;B

=�a�p a
2 �4b 2とお

く
と
、
グ
ラ
フ
は

3点

(B;
);(A;
)
;(0;
)を通る

。
こ
の
こ
と
か
ら
、

y=x(x�p)
(x�q)+
と

表
わ
さ
れ
る
と
き
、
グ

ラ
フ
は

3点(0;
);(p
;
);(q;
)を

通
る
。

[S℄三上

�xの値と、

a;b;
の値の

2つを固定し
て
残
り
の

1つの値を1

増
や
す
と
、
そ
れ
が

aの場合はy

は

x2 増え、それ
が

bの場合はy

は

xと同じ値だ
け
増
え
、
そ
れ
ば


の場合はy

は


と同じ値
だ
け
増
え
る
。

[M℄佐藤(晃)

、

[S℄阿部(み)、
伊
藤

(麻)、和泉

?たとえば、y
=x3 +ax2 +bx
+
において、x

と

b;
を固定して

aを1増やして

y=x3 +(a+1
)x2 +bx+


を
考
え
る
と
、
こ
れ
ら
の
差
は

x2 である。実
際
、

x3 +(a+1)x
2 +bx+
�(
x3 +ax2 +bx
+
)=x2

�y=(x�p
)3 +a(x�p)
2 +b(x�p)+

のグラフは

、

y=x3 +ax2
+bx+
のグ

ラ
フ
を

x軸
方
向
に

pだけ平行移
動
し
た
も
の
で
あ
る
。

[E℄狩野

�a>0のと
き
、

y 1=x3 +ax
2 +bx+
とy
2=x3 �ax2
+bx+
のグ

ラ
フ
を
比
べ
る
と
、

y 1> =y 2

で
あ
る
。

[S℄千葉(隼) ?a>0 であれ
ば

y 1�y 2=(x3
+ax2 +bx+

)�(x3 �ax2
+bx+
)=a
x2 > =0である
。

�a=bのと
き
は
、

(0;
)と(�1;

�1)を通り

、

an =bのとき
は

(0;
)と(�1;
a�b+
�1
)を

通
る
。

[E℄菊地(大) ?x=0 のとき

y=
であり、

x=�1のとき
は

y=�1+a�
a+a=a�1

で
あ
る
。

�y=x3 +a
x2 +ax+aで

は
、

x=�1のと
き
の

y座標は、x
=0のときの

y座標から1
を
引

い
た
も
の
で
あ
る
。

[E℄熊谷(美)
x=�1 のとき

の

y座標はa�
1である。[C
℄高橋(31)

?x=0のとき
は

y=aであり、

x=�1のとき
は

y=�1+a�
a+a=a�1

で
あ
る
。

�x=1のと
き
の

y座標は、各
係
数
の
和
で
あ
る
。

[E℄熊谷(美)

、

[S℄阿部(み)
点

(1;1+a+b
+
)を通る。

[C℄佐々木(歩

)

? 実際、x=1

の
と
き
、

y=1+a+b
+
である。

�x=�1の
と
き
の

y座標は、a
+
から1+
bを引いた値

で
あ
る
。

[S℄阿部(み)

?x=�1のと
き
、

y=�1+a�
b+
=(a+

)�(1+b)であ

る
。

�a=bのと
き
、

x=�1のとき
の
値
は

a;bがどのよ
う
な
値
で
も
同
じ
値
で
あ
る
。

[S℄和泉

?y=x3 +ax
2 +ax+
はx
=�1のとき、

y=�1+a�
a+
=
�1

と
な
り

aの値にはよら
な
い
。

�x=�aの
と
き
、

y=�ab+


で
あ
る
。

[S℄荒木

?y=x3 +ax
2 +bx+
にお

い
て

x=�aを代入
す
る
と
、
上
の
よ
う
に
な
る
。

�a=b=
=
kのとき、k

の
値
が

1増えたとき
の

yの値の増え
方
に
は
規
則
性
が
あ
る
。

[S℄中澤、[C℄
高
橋

(31)

?ここの短い文
章
で
は
表
現
で
き
ま
せ
ん
が
、
あ
る
種
の
規
則
性
に
気
づ
い
て
い
ま
す
。
そ
の
規
則
性
は
、

y=x3 +kx2
+kx+k=x3
+k(x2 +x+
1)より、kを変

え
て
も

x2 +x+1が共
通
で
あ
る
か
ら
で
す
。

�y=x3 +a
x2 +ax+aで

は
、

xとyの関係
が
次
の
よ
う
に
な
っ
て
い
る
。

[E℄鹿野

x01
23
45

ya1+3
a8+7a
27+13a6
4+21a12
5+31a

?y=x3 +ax
2 +ax+a=
x3 +(x2 +x+
1)aと変形して

、

xに0;1;2;���
を
代
入
す
れ
ば
、
上
の
形
に

な
り
ま
す
。

x2 +x+1の値
が
、

3;7;13;21;31;
���です。隣り

ど
う
し
の
差
は
、

4;6;8;10;���
で
す
。

�[C℄高橋(
31)は、y=
x3 +ax2 +a
x+aに対し

て
次
の
こ
と
を
指
摘
し
て
い
る
。

a;xの両方が
偶
数

(または奇数)

で
あ
れ
ば

yは偶数であ
り
、
い
ず
れ
か
が
偶
数

(または奇数)
で

あ
れ
ば

yは奇数であ
る
。

aを固定して

xを1ずつ増
や
し
て
い
く
と
、

yは奇数と偶
数
が
交
互
に
現
れ
る
。

xを固定して

aを1ずつ増
や
し
て
い
く
と
、

yは奇数と偶
数
が
交
互
に
現
れ
る
。

�x2 の係数が
大
き
い
ほ
ど
、

x軸との交点
の

x座標は小さ
く
な
る
。

[S℄谷地

?x2 の係数が
大
き
い
ほ
ど
左
側
の
山
の
部
分
が
大
き
く
な
り
、

x軸との共有点
の

x座標は小さく
な
る
。

�y=x3 +a
x2 +bx+
と
y=x3 �ax2
+bx�
とは

、
原
点
に
関
し
て
対
称
で
あ
る
。

[S℄菊地(泰)

?f(x)=x3 +
ax2 +bx+
に

対
し
て
、

�f(�x)=�(
(�x)3 +a(�x
)2 +b(�x)+

)=x3 �ax2 +
bx�


�y=x3 +a
x2 +bx+
 の

グ
ラ
フ
は
、
奇
関
数
に
な
っ
た
り
、
奇
関
数
で
も
偶
関
数
で
も
な
い
と
き
も
あ

る
が
、
偶
関
数
に
な
る
こ
と
は
な
い
。

[S℄三上

[6℄その他の
指
摘
事
項

�[M℄伊藤(和
)は、以下の

こ
と
を
指
摘
し
て
き
た
。

y=x3 +ax2
と

y=�x3 +a
x2 とはy軸に

関
し
て
対
称
で
あ
る
。

y=x3 +ax2
と

y=x3 �ax2
と
は
原
点
に
関
し
て
対
称
で
あ
る
。

y=x3 +ax2
と

y=�x3 �a
x2 とはx軸に

関
し
て
対
称
で
あ
る
。

y=x3 +bxと
y=�x3 �bx

と
は

x軸とy軸に
関
し
て
対
称
で
あ
る
。

�y=x3 +x
2 +xのグラ

フ
を
、

x軸方向にp
、

y軸方向に


だ
け
平
行
移
動
す
る
と
、

y=(x�p)3
+(x�p)2 +
(x�p)+
の

グ
ラ
フ
に
な
る
。

[E℄菊池(吉)

�[E℄奥田、
[S℄遊佐は以下

の
こ
と
を
指
摘
し
て
き
た
。

y=x3 +ax2
は
、

3点(�1;a�
1);(0;0);(1;a
+1)を通る。

y=x3 +bxは
、

3点(�1;�b
�1);(0;0);(
1;b+1)を通

る
。

y=x3 +
は
、

3点(0;
);(�
1;
�1);(1;

+1)を通る。

y=x3 +ax2
+bx+
は、

3点(�1;a�
b+
�1);(0
;
);(1;a+b
+
+1)を通

る
。

�x軸との共
有
点
の
数
は
、

x3 +ax2 では

2個、x3 +bx
(b> =0)では

1個、x3 +bx
(b<0)では

3個、x3 +

で
は

1個、x3 +a
x2 +bx+
で

は

1～3個である
。

[E℄三浦(和)

�y=x3 +a
x2 ;y=x3 +
bx;y=x3 +

 のいずれに

お
い
て
も
、

x=1のとき
の

yの値から1

を

引
い
た
値
が
係
数

a;b;
になっ
て
い
る
。

[S℄柿岡
?y=x3 +ax
2 のときは、x
=1のときy=
1+aなのでy
�1=aである

。
他
も
同
様
。

�3次不等式
は
、

3次関数のグ
ラ
フ
と

x軸との上下
関
係
を
み
る
だ
け
で
簡
単
に
解
け
る
。

[S℄柿岡
�3次関数の

グ
ラ
フ
に
は
、
途
中
で
減
少
す
る
も
の
が
あ
る
。

[S℄佐々木(美

)

�y=x3 +a
x2 ;y=x3 +
bx;y=x3 +

のどのグラ

フ
に
お
い
て
も
、
山
や
谷
の
現
れ
る
グ
ラ
フ
と
、

そ
う
で
な
い
グ
ラ
フ
の

2種類である
。

[C℄佐々木(佳

)

�y=x3 +a
x2 ;y=x3 +
bx;y=x3 +

のいずれの

グ
ラ
フ
も
、
変
則
的
で
あ
る
に
し
ろ
右
上
り
の
グ

ラ
フ
に
な
っ
て
い
る
。
そ
れ
は
、

y=x3 がもと
に
な
っ
て
い
る
か
ら
で
あ
る
。

[C℄長田
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[7℄誤った指
摘
事
項

�y=x3 +x
2 ;y=x3 +x
;y=x3 +1

の
グ
ラ
フ
は
、

x>0の側で
一
つ
に
交
わ
る
。

?グラフを表示
さ
せ
る
と

1つに重なって
見
え
る
が
、
そ
の
部
分
を
拡
大
し
て
み
る
と
重
な
っ
て
い
な
い
こ
と
が

分
か
る
。
あ
る
い
は
、

� �� ��� �� �F5で表で表示
さ
せ
て
み
よ
。

�y=x3 +a
x2 で、0<a
<1のときの

グ
ラ
フ
は
、
山
や
谷
が
現
れ
な
い
。

?拡大してみて
く
だ
さ
い
。
あ
る
い
は
、

� �� ��� �� �F5で表にして
数
値
の
変
化
を
み
て
く
だ
さ
い
。

x<0の側に
山
が
あ
る
こ
と
が
分
か
る
で
し
ょ
う
。

�y=x3 +a
x2 やy=x3
+bxでa=b
=1 2のときは、

y座標はかな
ら
ず

���:5になる
。

?xが偶数のと
き
や
、
小
数
の
と
き
は
必
ず
し
も
そ
う
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。

�y=x3 +a
x2 のグラフで

、
山
の
左
側
の
部
分
と
、
谷
の
右
側
部
分
の
幅
は
、
同
じ
よ
う
に
見
え
て
微
妙

に
異
な
る
。 ?このグラフは

、
グ
ラ
フ
上
の
あ
る

1点に関して点
対
称
に
な
る
の
で
、
異
な
る
よ
う
に
見
え
て
も
実
は
同
じ
で
す
。

�y=x3 +b
xのグラフで

、
山
と
谷
の
座
標
は

(�1;�b�1)
;(1;b+1)で

あ
る
。

?b=�3のと
き
の
結
果
を
も
と
に
、
一
般
的
な
結
論
を
書
い
て
は
い
け
ま
せ
ん
。

�y=x3 +a
x2 +bx+
は

、

a=b=
なら
ば

(a+1;0)を通
る
。

?a=1のとき

y=x3 +x2 +
x+1=(x+
1)x2 +(x+1
)=(x+1)(x2
+1)となるの

で
、
共
有
点
は

(�1;0)であり
、

(2;0)ではあり
ま
せ
ん
。

�係数に複素
数
を
代
入
し
て
み
た
ら
、
グ
ラ
フ
が
表
示
さ
れ
な
か
っ
た
。

?関数y=f(
x)を扱うとき

、

xとyはすべて
実
数
で
す
。

xや係数として
複
素
数
を
考
え
る
こ
と
自
体
が
誤

り
で
す
。
そ
の
た
め
、
何
も
表
示
さ
れ
な
い
の
で
す
。

�a;b;
がす
べ
て
負
の
数
だ
と
、
山
や
谷
が
で
き
て
「

N」型のグラ
フ
に
な
る
。

?「N」型にな
る
か
ど
う
か
は

bの符号だけで
決
ま
り
、

a;
の符号は関
係
あ
り
ま
せ
ん
。

�a;b;
がす
べ
て
負
の
と
き
は
、
山
に
な
る
部
分
が

x軸より上に
は
出
て
こ
な
い
。

?たとえば、y
=x3 �2x2 �
4x�1のグラ

フ
を
み
て
く
だ
さ
い
。

�係数のa;b
;
の値が大き

く
な
る
と
、
グ
ラ
フ
が

1直線に近づ
い
て
い
く
。

?2年の微分法
で
学
ぶ
こ
と
に
な
り
ま
す
が
、
山
や
谷
が
現
れ
な
い
の
は

a2 �3b<0の
と
き
で
す
。

a;b;
が大
き
く
て
も
、
こ
の
関
係
に
な
け
れ
ば
山
や
谷
が
出
て
き
ま
す
。

�y=x3 +a
x2 +x+1と

y=x3 �ax2
+x+1や、y
=x3 +x2 +b
x+1とy=x
3 +x2 �bx+
1

は
、
点

(0;1)に関して
点
対
称
で
あ
る
。

y=x3 +ax2
+bx+
は、

点

(0;
)に関して
点
対
称
で
あ
る
。

?点対称にはな
り
ま
す
が
、
点

(0;1)や点(0;

)に関してでは

あ
り
ま
せ
ん
。
詳
し
く
は
微
分
法
で
学
び
ま
す
。

�y=x3 +a
x2 とy=x3
�ax2 とは、

y=xに関し
て
線
対
称
で
あ
る
。

?y=xに関し
て
対
称
変
換
す
る
と
、
縦
長
の
グ
ラ
フ
は
横
長
に
な
り
ま
す
。
両
方
共
、
縦
長
の
グ
ラ
フ
な
の
で
、

y=xに関する
対
称
性
は
あ
り
ま
せ
ん
。

�y=x3 +x
2 +x+1など

の
具
体
的
な
関
数
の
特
徴
を
述
べ
て
も
、
一
般
的
な
性
質
と
は
言
え
ま
せ
ん
。

�y=x3 +b
xのグラフ上

の
点
を

(x;y)とする
と

yはxの倍数
で
あ
る
。

?y=x3 +bx
=(x2 +b)xと

な
る
こ
と
を
述
べ
て
い
る
と
思
わ
れ
ま
す
が
、
「
倍
数
」
は
整
数
に
対
し
て
使
う
言
葉

で
あ
り
、

bやxは整数と
は
限
り
ま
せ
ん
。
「

bとxが整数の
場
合
は
」
と
い
う
断
わ
り
書
き
が
必
要
で
す
。

�y=x3 +a
x2 +bx+
の

x<0の部分
の
変
化
は
、

aの値により
大
き
く
変
化
す
る
。

?aとbとの関
係
に
よ
る
の
で
、

aだけで決まる
も
の
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。

�a;b;
が正
の
と
き
は
、
グ
ラ
フ
は

y軸に関して
対
称
で
あ
る
。

a;b;
が負のと
き
は
、
グ
ラ
フ
は

x軸
に
関
し
て
対
称
で
あ
る
。

?たぶん、何か
を
誤
解
し
て
い
る
の
で
な
な
い
か
と
思
う
の
で
す
が
、
こ
の
よ
う
な
対
称
性
は
あ
り
ま
せ
ん
。

�y=x3 +a
x2 +bx+
の

aの符号を変
え
る
と
、
グ
ラ
フ
が
対
称
に
な
る
。

?たとえば、y
=x3 +x2 とy
=x2 �x2 とは

対
称
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。

�たとえば、

aが負の数で
あ
る
こ
と
を
表
す
と
き
に

�aという書
き
方
を
し
て
い
る
人
が
少
な
か
ら
ず

い
ま
す
が
、

aが負数であ
れ
ば

a<0を指定
す
る
だ
け
で
す
む
こ
と
で
す
。

�aと書いて
も
、

a<0
の
と
き
は

�a>0となり
ま
す
。

�aとbの絶
対
値
の
大
き
い
方
の
係
数
の
性
質
が
強
く
現
れ
る
。

y=x3 +ax2
+bx+
のグ

ラ
フ
は
、

a>bのとき
に
山
や
谷
が
現
れ
る
。

?詳しくは2年
の
微
分
法
で
学
び
ま
す
が
、
山
や
谷
が
現
れ
る
の
は

a2 �3b>0の
と
き
で
す
。

�y=x3 +a
x2 ;y=x3 +
bx;y=x3 +

のグラフは

、

an =0;bn =;0
;
n =0のとき

、
い
ず
れ
も

x軸、y軸と
の
共
有
点
の
数
は

2個である。

�y=x3 +a
x2 +bx+
の

グ
ラ
フ
は
、

a>bのとき
に
山
や
谷
が
現
れ
る
。

a;b;
の符号
が
同
じ
と

き
は
、

x軸との共有
点
は

1個である。

?たとえば、y
=x3 +5x2 +
5x+1は3個

の
共
有
点
が
あ
り
ま
す
。

�y=x3 �2
xのグラフを

表
示
さ
せ
た
ら
、

2次関数のよ
う
な
グ
ラ
フ
に
な
っ
た
。

?式を間違えて
定
義
し
た
よ
う
に
思
わ
れ
ま
す
。
あ
る
い
は
、

� �� �F24でやって
み
て
く
だ
さ
い
。

�たとえば、

y=x3 +3x2
+2x+1のグ

ラ
フ
だ
け
を
み
て
、
「

a>bのとき
は

���」というよ
う
な

書
き
方
は
す
べ
き
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。
「

a>bのとき
は

���」という以
上
は
、

a>bである
よ
う
な

さ
ま
ざ
ま
な

a;bの場合を
確
認
し
て
、
そ
れ
ら
の
共
通
的
に
言
え
る
こ
と
に
つ
い
て
述
べ
る
べ
き
で
す
。

�y=x3 +a
x2 +axは、
x=�1のとき
x軸を通る。

?x=�1のと
き
、

y=�1+a�
a=�1なので

、
点

(�1;�1)を通
り
ま
す
。

�y=x3 +a
x2 において、
x=nが奇数

の
と
き
、

x>0ではy
=(a+3)n2 で

あ
り
、

x=�n<0

で
は

y=(a�3)n
2 である。

?y=x3 +ax
2 はy=(x+
a)x2 なので、

実
数

xに対してy=
(x+a)x2 であ

る
。

[8℄いろいろ
な
感
想

�係数a;b;

を
大
き
く
す
る
と
グ
ラ
フ
も
大
き
く
な
る
と
思
っ
た
が
、
そ
う
で
は
な
か
っ
た
。

�y=x3 +b
xでb>0だ

と
直
線
に
近
づ
い
て
い
く
の
が
お
も
し
ろ
い
と
思
っ
た
。

�係数を変え
る
だ
け
で
、
ま
っ
た
く
異
な
る
特
徴
を
持
つ
グ
ラ
フ
に
な
り
、
と
て
も
お
ど
ろ
い
た
。

�係数が負の
と
き
は
、
グ
ラ
フ
が
た
だ
反
対
に
な
る
だ
け
だ
ろ
う
と
思
っ
て
い
た
け
ど
、
や
っ
て
み
る
と
全

く
違
う
グ
ラ
フ
に
な
っ
た
り
し
て
び
っ
く
り
し
た
。

�最初は法則
が
分
か
ら
な
く
て
、
た
だ
グ
ラ
フ
を
書
く
だ
け
だ
っ
た
が
、
進
む
に
つ
れ
法
則
が
分
か
り
面
白

く
な
っ
た
。 �係数が平方
根
や
分
数
の
と
き
は
、
整
数
の
と
き
の
グ
ラ
フ
と
は
か
な
り
違
う
グ
ラ
フ
に
な
る
と
思
っ
た
の

に
、
そ
ん
な
に
変
わ
ら
な
い
の
は
意
外
だ
っ
た
。

�たった3次
式
の
グ
ラ
フ
で
さ
え
、
こ
ん
な
に
色
々
な
形
を
し
て
い
て
、
私
の
見
つ
け
る
事
の
で
き
な
い
法

則
が
ま
だ
幾
つ
も
隠
さ
れ
て
い
る
の
か
と
思
う
と
、
凄
い
と
思
っ
た
。

�今まで3次
関
数
の
グ
ラ
フ
を
深
く
考
え
た
こ
と
が
な
か
っ
た
の
で
、
新
し
い
発
見
も
あ
り
楽
し
か
っ
た
。

�関数という
一
つ
の
点
か
ら
で
き
る
線
。
そ
れ
は
宇
宙
の
星
を

1つ1つパズ
ル
の
よ
う
に
組
み
合
わ
せ
る
、

そ
ん
な
研
究
だ
っ
た
。

�関数のグラ
フ
に
つ
い
て
、
こ
こ
ま
で
深
く
考
え
た
こ
と
は
初
め
て
で
、
い
ろ
い
ろ
考
え
て
み
る
と
気
づ
く

こ
と
が
多
く
、
自
分
が
今
気
づ
い
た
こ
と
よ
り
も
、
ま
だ
規
則
性
的
な
こ
と
が
あ
る
と
思
う
。
や
っ
て
み
る

と
意
外
と
楽
し
か
っ
た
。

�初めは難し
そ
う
で
面
倒
く
さ
そ
う
で
全
く
や
る
気
が
起
き
な
か
っ
た
け
れ
ど
、
や
っ
て
い
く
う
ち
に
、
い

ろ
い
ろ
考
え
る
の
が
と
て
も
楽
し
く
な
っ
て
き
た
。

�何をどうす
れ
ば
よ
い
の
か
分
ら
ず
、
難
し
か
っ
た
。
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「
自
由
研
究
」
の
冬
季
課
題

以
下
の
課
題
の
う
ち
、
い
ず
れ
か
を
選
択
し
て
、

1月28日(金

)までに提出し
て
く
だ
さ
い
。
こ
れ
ま
で
と
同

様
に
、
各
自
が
ど
の
よ
う
な
こ
と
を
考
え
、
ど
の
よ
う
な
こ
と
を
予
想
し
た
か
、
そ
れ
を
ど
の
よ
う
に
し
て
確
か
め
た

か
、
あ
る
い
は
ど
の
よ
う
な
理
由
で
確
か
め
る
こ
と
が
で
き
な
か
っ
た
か
、
と
い
う
よ
う
な
、
各
自
の
思
考
の
経
過
を

ま
と
め
て
く
れ
ば
よ
い
の
で
す
。
「
や
っ
て
み
た
け
ど
、
分
ら
な
か
っ
た
！
」
と
い
う
場
合
は
、
ど
の
よ
う
な
こ
と
を

や
っ
て
み
た
の
か
、
「
分
ら
な
い
！
」
と
結
論
づ
け
る
ま
で
に
各
自
が
ど
の
よ
う
な
こ
と
を
考
え
た
の
か
、
そ
の
思
考
の

経
過
を
ま
と
め
て
く
れ
ば
よ
い
の
で
す
。

三
平
方
の
定
理

三
平
方
の
定
理
を
成
立
さ
せ
る
簡
単
な
自
然
数
と
し
て
、

32 +42 =52

や

52 +122 =13
2 が良く知られ

て
い
ま
す
。
こ
の
よ
う
な
自
然
数
は
、
他
に
ど
の
よ
う
な
も
の
が
あ
る
で
し
ょ
う
か
。

3;4;5のよう
に
、
連
続

す
る

3つの自然数で
三
平
方
の
定
理
を
満
た
す
も
の
は
他
に
あ
る
で
し
ょ
う
か
。

5;12;13のよ
う
に
、

3つ
の
う
ち

2つが連続す
る
よ
う
な
数
で
三
平
方
の
定
理
を
満
た
す
も
の
は
、
他
に
あ
る
で
し
ょ
う
か
。
つ
ま
り
、

a2 +b2 =
2 が
成
立
す
る
よ
う
な
自
然
数

a;b;
をでき
る
だ
け
た
く
さ
ん
見
つ
け
て
く
だ
さ
い
。
そ
の
よ
う

な
自
然
数
で
は
、

a2 =
2 �b2 も
成
立
し
て
い
ま
す
。
そ
し
て
、
そ
の
よ
う
な
自
然
数

a;b;
は、ど
の
よ
う

な
仕
組
で
作
り
出
さ
れ
て
い
る
の
か
、
そ
れ
を
作
り
出
す
仕
組
に
つ
い
て
考
え
て
み
て
く
だ
さ
い
。
数
ナ
ビ
の
操

作
ば
か
り
で
は
な
く
、
あ
る
程
度
の
手
計
算
も
交
え
な
が
ら
考
え
て
み
く
だ
さ
い
。

因
数
分
解 x4 +4は、一

見
す
る
と
因
数
分
解
で
き
な
い
よ
う
に
見
え
ま
す
が
、

x4 +4=(x4
+4x2 +4)�
4x2 =(x2 +2
)2 �(2x)2

=(x2 +2+2
x)(x2 +2�2
x)=(x2 +2x
+2)(x2 �2x
+2)

と
因
数
分
解
で
き
ま
す
。
一
般
に
、

xn +aが因数
分
解
で
き
る
の
は
、
指
数

nや定数項a

が
ど
の
よ
う
な
と

き
で
し
ょ
う
か
。
た
だ
し
、
指
数

nや定数項a

は
自
然
数
と
し
、
因
数
分
解
さ
れ
た
式
の
係
数
は
整
数
と
し
ま

す
。
こ
の
条
件
で
、

xn +aが因数
分
解
で
き
る
た
め
の

n;aの条件に
つ
い
て
考
え
て
み
て
く
だ
さ
い
。
そ
し

て
、
可
能
な
ら
、
そ
の
証
明
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。

な
お
、
数
ナ
ビ
で
因
数
分
解
を
す
る
に
は
、
基
本
画
面

(� �� �HOME)で� �� �F22:Fa
tor(

を
利
用
し
ま
す
。
た

と
え
ば
、
「

Fa
tor(x4 +4
)」とすれば、

「

(x2 +2x+2)
(x2 �2x+2)

」
が
表
示
さ
れ
ま
す
。

3次関数のグ
ラ
フ 3次関数y=

x3 +ax2 +b
x+
のグラ

フ
に
つ
い
て
は
す
で
に
考
察
し
ま
し
た
。
そ
こ
で
、
今
度
は
、

y=(x�a)(x
�b)(x�
)の

タ
イ
プ
の
グ
ラ
フ
に
つ
い
て
考
え
て
み
て
く
だ
さ
い
。

a;b;
の値の
あ
り
方
に

よ
り
、
こ
の
関
数
の
グ
ラ
フ
は
ど
の
よ
う
な
変
化
を
み
せ
る
で
し
ょ
う
か
。
グ
ラ
フ
の
山
や
谷
の
個
所
を

a;b;

の
式
で
表
す
こ
と
は
で
き
な
い
で
し
ょ
う
か
。

2次関数のと
き
の
よ
う
に
、
基
本
に
な
る
関
数
の
平
行
移
動
と

し
て
考
え
る
こ
と
は
で
き
な
い
で
し
ょ
う
か
。
不
等
式

(x�a)(x�b
)(x�
)>0を

解
け
、
と
言
わ
れ
た
と

き
は
、
ど
の
よ
う
に
す
れ
ば
よ
い
で
し
ょ
う
か
。
各
自
の
問
題
意
識
に
も
と
づ
い
て
考
え
て
み
て
く
だ
さ
い
。

そ
の
他

以
上
の
他
に
、
各
自
が
何
か
考
え
て
み
よ
う
と
い
う
問
題
が
あ
れ
ば
、
そ
れ
に
つ
い
て
ま
と
め
て
き
て
も
か
ま

い
ま
せ
ん
。
た
だ
し
、
そ
れ
は
、
通
常
の
問
題
集
に
あ
る
よ
う
な
問
題
で
は
な
く
、
こ
こ
に
あ
げ
て
い
る
よ
う
な

タ
イ
プ
の
問
題
と
し
ま
す
。

補
充
試
験
該
当
者
用
の
課
題

試
験
日
：

1月12日(

水

)8校時(15
:50～)視聴

覚
室

補
充
試
験
該
当
者
は
、
こ
の
問
題
に
も
回
答
し
て
補
充
試
験
の
と
き
に
提
出
す
る
こ
と
。

1次の不等式
を
解
け
。
負
数
を
掛
け
る

(負数で割る)

と
き
は
、
不
等
号
の
向
き
が
変
わ
る
こ
と
に
注
意
す
る
。

1次不等式の解
は
数
ナ
ビ
で
確
認
で
き
る
。
基
本
画
面

(� �� �HOME)で� �� �F21:Solve(を
選
択
す
る
。
そ
し
て
、

「

Solve(3x+4>
5x�7;x)」とす

る
。
不
等
号

>;<は一番下
の
黄
色
の
機
能
で
あ
る
。
た
だ
し
、
連
立
不
等
式
の
解

は
表
示
で
き
な
い
。
個
々
の
不
等
式
を
解
い
て
、
共
通
部
分
は
自
分
で
確
認
せ
よ
。
分
数
式
の
個
所
は
、

(4x�1)=3など
と

し
て
括
弧
で
囲
う
こ
と
が
必
要
で
あ
る
。

(1)3x+4>
5x�7
(2)2(x+3)�
4<5(x�2)
+3

(3)x+3 2>2x�
1 3�1
(4)2x�3 3�3x�
2 2<2

(5)( 3x+4>2x�
3

4x�1>7x+
3

(6)8 < :3x+4 2>2x�
1 3

4x�1 3<3x+
2 2

2次の2次不
等
式
を
解
け
。
表
を
書
く
の
で
は
な
く
、
放
物
線
の
簡
単
な
グ
ラ
フ
を
描
い
て
考
え
る
こ
と
。
グ
ラ

フ
と

x軸との上下
関
係
に
注
意
す
れ
ば
よ
い
。

x軸との共有
点
が
あ
る
か
ど
う
か
は
、
判
別
式

Dの符号で
判
定
で
き
る
。

数
ナ
ビ
で

2次不等式を解
く
こ
と
は
で
き
な
い
が
、
グ
ラ
フ
を
表
示
さ
せ
る
こ
と
は
で
き
る
。

ax2 +bx+
>
0の形

の
と
き
に
左
辺
の
グ
ラ
フ
を
表
示
さ
せ
て
み
れ
ば
よ
い
。

x軸との共有点
は
、
基
本
画
面
で
「

Solve(x2 �x�
2=0;x)」

と
す
れ
ば
確
認
で
き
る
。

(1)x2 �x�
2>0
(2)x2 +2x�
15<0

(3)x2 �2x�
1>0
(4)2x2 �3x
+1<0

(5)( x2 +x�2
>0 x2 +2x�8<

0
(6)( x2 +2x�2

>0 x2 +4x>0

3次の不等式
を
解
け
。
こ
こ
は
表
を
書
い
て
調
べ
る
こ
と

(51ページ)。
因
数
分
解
の
仕
方
は

12ページにあ
る
。
ま
た
は
、
授
業
で
説
明
し
た
組
み
立
て
除
法
に
よ
る
。

数
ナ
ビ
で

3次不等式を解
く
こ
と
は
で
き
な
い
が
、
グ
ラ
フ
を
表
示
さ
せ
る
こ
と
は
で
き
る
。
左
辺
の
グ
ラ
フ
を
表
示
さ

る
と
よ
い
。
因
数
分
解
は
、
基
本
画
面
で

� �� �F22:Fa
tor(と
し
て
、
「

Fa
tor(x3 �3x
�2)」とすれば

確
認
で
き
る
。

(1)x3 �3x�
2>0
(2)x3 +6x2
+11x+6<
0

(3)3x3 +x2
�8x+4>0
(4)x4 �3x3
+x2 +3x�
2<0

4次の等式
を
証
明
せ
よ
。
等
式
の
証
明
の
仕
方
に
注
意
す
る
こ
と
。
難
し
そ
う
な
辺

=���=簡単
そ
う
な
辺

か
、
左
辺

�右辺=���
=0を示せば

よ
い
。

(3)(4)では、

a b=
 d=k とおく
。

(1)3(x�2)2
+5(x�2)�
1=3x2 �7x
+1(2)a
+b+
=0の

と
き

a3 +b3 +
3 =
3ab


(3)a:b=
:
dのとき、a+

b b=
+d d
(4)a:b=
:
dのとき、a


+bd bd=
2 +
d2 d2

5全体集合
Uを、U=f
1;2;3;4;5;6;
7;8;9gとし、

A=f1;2;3;
4g、B=f2;
4;6;8gとする

と
き
、

次
の
集
合
を
求
め
よ
。

(1)A\B
(2)A[B
(3)A\B
(4)A[B

6全体集合を
実
数
全
体
と
し
、

A=� xjx2 �
x�2>0	 、

B=� xjx2 �
9< =0	 とする

と
き
、
次
の
集

合
を
求
め
よ
。
ま
ず
、

A;Bを表す

2次不等式を
解
く
こ
と
が
必
要
で
あ
る
。

(1)A\B
(2)A[B
(3)A\B
(4)A[B

7次の命題の
逆
・
裏
・
待
遇
を
書
き
、
そ
の
真
偽
を
述
べ
よ
。
偽
の
と
き
は
反
例
を
あ
げ
る
こ
と
。

(1)x=1なら
ば

x2 =1である

(2)x>0また
は

y>0ならば、

xy>0である

(3)x<1なら
ば

x2 <1である

(4)x2 +y2 =
0ならばx=
0かつy=0で

あ
る
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(冬季課題

)の解説
ク
ラ
ス

番
号

氏
名

' &

$ %

三
平
方
の
定
理

a2 +b2 =

2

三
平
方
の
定
理
を
成
立
さ
せ
る
簡
単
な
自
然
数
と
し
て
、

32 +42 =52

や

52 +122 =1
32 などの他に

、

ど
の
よ
う
な
も
の
が
あ
る
で
し
ょ
う
か
。

a2 +b2 =
2

が
成
立
す
る
よ
う
な
自
然
数

a;b;
をでき
る
だ
け

た
く
さ
ん
見
つ
け
て
く
だ
さ
い
。
そ
の
よ
う
な
自
然
数

a;b;
は、ど
の
よ
う
な
仕
組
で
作
り
出
さ
れ
て
い
る

の
か
、
そ
れ
を
作
り
出
す
仕
組
に
つ
い
て
考
え
て
み
て
く
だ
さ
い
。

解
説

92名の人が、
こ
の
課
題
を
選
択
し
ま
し
た
。
普
段
、
何
げ
な
く
使
っ
て
い
る
三
平
方
の
定
理
の
背
後
に

は
、
ど
の
よ
う
な
数
理
が
潜
ん
で
い
る
か
を
体
験
し
て
も
ら
い
た
い
、
と
い
う
の
が
出
題
の
主
旨
で
す
。

指
摘
さ
れ
た
事
柄

3つが連続す
る
数
の
場
合

�3つが連続
す
る
数
す
る
の
は
、

32 +42 =52

の
と
き
し
か
な
い
。

(多数)

�以下の理由
に
よ
り
、

3つが連続す
る
の
は

32 +42 =52

し
か
な
い
。

[M℄菅原寛、
高
橋
広
、

[S℄荒木、池淵
、
須
藤
克
、
千
葉
一
、
千
葉
隼
、
遊
佐
、
谷
地
、

[E℄鹿野、菊地
大
、
熊
谷
美
、

[C℄廣野

3つが連続す
る
の
は

n2 +(n+1)2
=(n+2)2 の

と
き
で
あ
る
。
展
開
す
る
と

n2 �2n�3=
0

と
な
り

(n+1)(n�3
)=0よりn
=�1;3であ

る
。

nは自然数で
あ
る
か
ら

n=3である
。
つ

ま
り
、

3つが連続す
る
の
は
、

32 +42 =52

し
か
な
い
。

//

b;
が連続する
数
の
場
合

�b;
が連続
す
る
と
き
、

aは奇数であ
る
。

(多数)

aが偶数のと
き
、

b;
が連続する
よ
う
に
は
で
き
な
い
。

[S℄千葉隼、[
E℄後藤、夏目

b;
が連続する
と
き
、

a2 �2b=1で
あ
る
。

[C℄久光

a2 +n2 =(n
+1)2 を考える

と
、

a2 =(n+1)2
�n2 =2n+
1となるので

、

a2 は2n+1が
平

方
数
に
な
っ
て
い
る
と
き
を
考
え
れ
ば
よ
い
。

[M℄今野、三
上
、

[S℄千葉鷹、[
E℄及川、菊地

邦

�a2 +b2 =

2 でb;
が連続

す
る

a;b;
として、
次
の
よ
う
な
場
合
が
あ
る
。

(多数)

n12
345
678
91011
1213��
�

a35
7911
13151
71921
23252
7���

b 412
244060
8411214
4180220
2643123
64���


513
254161
8511314
5181221
2653133
65���

�b;
が連続
す
る
数
の
と
き
、


=a2 +1 2という関
係
に
あ
る
。

[M℄山口

b;
が連続する
数
の
と
き
は
、

b=1 2(a+1)(a�
1)である。[M
℄高橋広

an =1を奇数
と
す
る
と
き
、

b=a2 �1 2;
=a2
+1 2のときb
;
は連続する

。

[E℄菊地邦

b;
が連続する
と
き
、

b=a2 �1 2;
=a2
�1 2+1であ

る
。

[C℄廣野

aを奇数とす
る
と
、

b=a2 2�0:5;
=
a2 2+0:5 であ

る
。

[C℄蘇部

?b;
が連続す
る
の
で

a2 +(2n)2 =
(2n+1)2 の形

で
あ
る
。

a2 =(2n+1)
2 �(2n)2 =4
n+1より

n=a2 �1 4となるか
ら
、

b=2n=a2 �
1 2、
=2n
+1=2�a2 �
1 4+1=a2
+1 2である。

す
な
わ
ち
、
奇
数

aに対して、a
2 +� a2 �1 2� 2 =� a2 +1 2� 2 である。

�b;
が連続
す
る
数
の
と
き
、

a2 =b+
で
あ
る
。

(多数)

b;
は連続して
い
る
か
ら

b+
=2b+
1のタイプな

の
で
、

a2 を2で割っ
た
と
き
の
商
を

bとし

て


=b+1とす
れ
ば
よ
い
。

[M℄菅原歩、

[S℄千葉隼、[
E℄高橋拓

a2 =2b+1と
な
る
の
で

a2 は奇数であ
る
。
そ
の
よ
う
な
と
き
の

bを求めてい
け
ば
、

b;
が連続
す
る
と
き
の

a;b;
が求めら
れ
る
。

[S℄熊谷和

b;
が連続する
と
き
、
下
記
の
理
由
に
よ
り

a2 は奇数であ
る
。

[E℄久保田

b=nとする
と
、

a2 +n2 =(n
+1)2 の形な

の
で
、

a2 =(n+1)
2 �n2 =2n
+1である。

// �b;
が連続す
る
と
き
、

k番目のbは、

ak+kである
。
た
と
え
ば
、

4番目の場合の
bは、9�4+4=
40

で
あ
る
。

[S℄阿部み �b;
が連続
す
る
数
の
と
き
、

a+b�
は2
の
倍
数
で
あ
る
。

[M℄名久井

?このページの
下
段
の
コ
メ
ン
ト
か
ら
、

b;
が連続する
よ
う
な

a;b;
は2k+1
;2k2 +2k;2k2
+2k+1の

タ
イ
プ
な
の
で
、

a+b�
=2k

と
な
り
偶
数
で
あ
る
。
ま
た
、
こ
の

a+b�
は、
a;b;
を3辺と

す
る
直

角
三
角
形
の
内
接
円
の
半
径
に
な
っ
て
い
る
。
な
ぜ
な
ら
ば
、

a2 +b2 =
2 よ
り

(a+b)2 �2ab
=
2 である

か
ら
、

(a+b)2 �
2 =
2abである。左

辺
を
因
数
分
解
し
て

(a+b+
)(a+
b�
)=2abと

な
る
。
ヘ
ロ

ン
の
公
式
の
記
号
を
利
用
す
る
と
、

a+b+
=2s
な
の
で

2s(a+b�
)=
2abとなり、s(
a+b�
)=a
b

で
あ
る
。

a;b;
を3辺と
す
る
三
角
形
の
面
積
を

S、内接円の半
径
を

rとすると、S
=sr=abであ

る

か
ら
、

s(a+b�
)=
srとなり、r=
a+b�
であ

る
。

�b;
が連続
す
る
数
の
と
き
、

aは奇数であ
る
。

(多数)

b;
が連続する
と
き
、

aは2ずつ増
え
て
い
る
。

(多数)

�b;
 が連続す
る
と
き
、

b;
の増え方は
12;16;20;24;
28;���と4の

倍
数
ず
つ
増
え
て
い
る
。

(多数)

b;
が連続する
と
き
、

b;
は4+4n
ず
つ
増
え
る
。

[M℄境、[E℄菊
地
大

?理由は、下記
を
参
照
し
て
く
だ
さ
い
。
な
お
、
こ
の
性
質
に
つ
い
て
、
必
ず
し
も
三
平
方
の
定
理
が
成
立
し
て
い

な
い
場
合
に
つ
い
て
述
べ
て
い
た
人
が
多
数
あ
り
ま
し
た
。

�b;
が連続
す
る
と
き
、

a=2k+1と
す
る
と
、

b=(a+1)�
k;
=b+1

で
あ
る
。
し
た
が
っ
て
、

奇
数

aが与えられ
た
と
き
、
そ
れ
を

2で割ったと
き
の
商
を

kとしてこの
よ
う
な

b;
を作れば
、

三
平
方
の
定
理
を
満
す
も
の
を
幾
ら
で
も
作
る
こ
と
が
で
き
る
。

[E℄鈴木晶
?この場合、a
=2k+1より

、

b=(2k+2)k
=2k2 +2k、

=2k2 +2k+
1となる。

�b;
が連続す
る
数
の
と
き
、

bの部分4;12
;24;40;60;84
;���は、最初の

4を3;6;10;1
5;21;21;���

倍
し
た
も
の
で
あ
る
。
隣
ど
う
し
の
差
に
は
、

3;4;5;6;7;��
�という規則

性
が
あ
る
。

[M℄名久井
?bの部分の4
;12;24;40;60;
84;���は、2�2
;4�3;6�4;8�
5;10�6;12�7
;���となるので

、

2k�(k+1)

の
タ
イ
プ
で
あ
る
。
し
た
が
っ
て
、


は2k(k+1)
+1=2k2 +
2k+1である

の
で
、

a2 =
2 �b2
=

(2k2 +2k+1
)2 �(2k2 +2k
)2 =4k2 +4k
+1=(2k+1
)2 となり、a=
2k+1である

。
つ
ま
り
、

b;
が連続する
も
の
は

(2k+1)2 +(2
k2 +2k)2 =(2
k2 +2k+1)2

に
よ
り
生
成
さ
れ
て
い
る
。

�b;
が連続
す
る
も
の
は
、

(2n+1)2 +
� 2(n2 +n)	
2 =� 2(n2 +
n)+1	 2 の

形
で
あ
る
。

[E℄阿部、伊藤
龍
、
太
田

�b;
が連続
す
る
も
の
と
し
て
、
以
下
の
も
の
が
あ
る
。

[M℄花坂
(2n+1)2 +(4
(n+(n�1)+
(n�2)+���+
2+1))2 =(4(
n+(n�1)+(
n�2)+���+
2+1)+1)2

b;
が連続する
と
き
、

b=4�1+4
�2+4�3+�
��+4�nの値

で
あ
る
。

[S℄荒木
?2年で学ぶ数

列
の
和
を
利
用
す
る
と
、

1+2+���+
(n�1)+n=

n(n+1) 2となるの
で
、
こ
の
式
は

(2n+1)2 +� 4�n(n+1) 2� 2 =� 4�n(n+1) 2+1� 2 となる。こ
れ
を
変
形
す
る
と
、
上
で
説
明
し
た
式

と
同
一
の

(2n+1)2 +(2
n2 +2n)2 =(
2n2 +2n+1)
2 が得られる。

�b;
が連続す
る
よ
う
な
場
合
を
見
つ
け
る
に
は
、
自
然
数

nと、それを

2乗したn2 の
一
覧
表
を
つ
く

り
、
隣
り
合
う

n2 の差が平方
数
に
な
る
場
合
を
探
せ
ば
よ
い
。

[M℄佐藤真
�b;
が連続す

る
数
と
し
て
は
、
た
と
え
ば

72 +n2 =(n
+1)2 を解け

ば

2n=48より

n=24とな
る
の
で
、

72 +242 =2
52 である。[M
℄佐々木信
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a;bが連続する
数
の
場
合

�a2 +b2 =

2 でa;bが連続

す
る

a;b;
として、
次
の
場
合
が
あ
る
。

[S℄荒木

n12
34
5

a3201
1969640
59

b4211
2069740
60


 5291
6998557
41

�a;bが連続す
る
場
合
、

n番目のaは、

n�1番目のa

を

6倍した値から
、

n�2番目のa

の
値

か
ら

2を引いた値を
引
い
た
も
の
で
あ
る
。
た
と
え
ば
、

4番目のa=
696は、119�
6�(20�2)

と
し
て
求
ま
る
。

[S℄荒木

�a;bが連続す
る
場
合
、

n番目の
は、

n�1番目の


を

6倍した値から
、

n�2番目の


を
引

い
た
の
で
あ
る
。
た
と
え
ば
、

4番目の
=9
85は、169�6
�29として求

ま
る
。

[S℄荒木

�
は、
2 =
2n(n+1)+1

と
な
る
数
で
あ
る
。

[M℄菅原寛、[
S℄谷地

?n2 +(n+1)
2 =
2 であるか

ら
、


2 =2n2 +2n
+1=2n(n+1
)+1である。

�a;bは、2n(
n+1)+1が平

方
数
と
な
る
よ
う
な

nを求めれば、

a=n;b=n
+1として求め

ら

れ
る
。

[M℄菅原寛 �a;bが連続す
る
も
の
と
し
て

202 +212 =2
92 がある。[M
℄熊谷尚、花坂

、

[E℄島津

a;bが連続する
も
の
と
し
て
、

202 +212 =2
92 ;1192 +12
02 =1692 があ

る
。

[M℄境、[E℄菊
地
大

そ
の
他 �連続しないも

の
に
、

82 +152 =17
2 ;122 +352 =
372 ;162 +63
2 =652 などが

あ
る
。

[S℄池淵

�a;b;
が連続
し
な
い
も
の
と
し
て
、

nを偶数として

n2 +( � n 2� 2 �1) 2 =( � n 2� 2 +1) 2

の
場
合
が
あ
る
。
た
と
え
ば
、

82 +152 =17
2 などがある。

[S℄千葉鷹

�32 +42 =5
2 において、3
=22 �12 ;4=
2�2�1;5=2
2 +12 であるこ
と
か
ら
、

x=a2 �b2 ;
y=2ab;z=
a2 +b2 であれ

ば

x2 +y2 =z2 が
成
立
す
る
と
予
想
し
た
ら
、
そ
の
通

り
だ
っ
た
。
つ
ま
り
、

a>bとして(
a2 �b2 )2 +
(2ab)2 =(a2
+b2 )2 である
。

[C℄佐藤大

?左辺を展開す
る
と
、

(a2 �b2 )2 +(2
ab)2 =a4 �2a

2 b2 +b4 +4a2 b
2 =a4 +2a2 b2
+b4 =(a2 +b2
)2

と
な
り
、
こ
れ
は
正
し
い
。
こ
の
式
を
利
用
す
る
と
、

a;bに適当な自
然
数
を
代
入
す
る
こ
と
に
よ
り
、
三
平
方
の

定
理
が
成
立
す
る
式
を
幾
ら
で
も
作
り
だ
す
こ
と
が
で
き
る
。

�a2 +b2 =

2 が成立してい

れ
ば
、

a;b;
をn倍し
た
数

an;bn;
nにつ
い
て
も
成
立
す
る
。

(多数)

�32 +42 =5
2 に、112 ;11
12 ;���などを

か
け
る
と
、

332 +442 =5
52 ;3332 +44
42 =5552 など

が
成
立
す
る
。

[C℄廣野

�a2 +b2 =

2 (a<b<
)

で
あ
れ
ば
、

a;bは奇数と偶
数
、


は奇数である
。

[M℄佐々木信、
境
、

名
久
井
、
皆
川
、

[S℄佐々木美

a;b;
のうちの

2つは奇数であ
る
。

[M℄千田、吉田
裕

a;bが奇数のと
き
、

a2 +b2 =
2 は
成
立
し
な
い
。

[M℄境、高橋広

?a;b;
に共通
の
約
数
が
な
い
場
合
を
考
え
れ
ば
よ
い
。
そ
の
場
合
、

a;b;
がすべて偶
数
の
場
合
は
あ
り
え
な
い
。

a;bが奇数の場
合
は
、

a2 +b2 =
2 の
左
辺

=(2k�1)2 +(
2l�1)2 =4(k2
+l2 �k�l)+
2の形で

あ
る
が
、


が偶数であれ
ば


2 は4の倍数で
あ
り
、


が奇数であれ
ば


2 =(2p+1)1
=4(p2 +p)+1

と
な
り


は4で割ると

1余る数である
の
で
矛
盾
で
あ
る
。
し
た
が
っ
て
、

a;bが2つとも
奇
数
と
い
う
こ

と
は
あ
り
え
な
い
の
で
、
奇
数
と
偶
数
で
あ
る
。

(奇数)2 +(偶数

)2 が(偶数)2 に
な
る
こ
と
は
な
い
の
で
、


も
奇
数
で
あ
る
。

�a=b+
 3であれば、

a:b:
=3:4
:5である。[E
℄井上、久保田

?このとき、a
2 +b2 =
2 にお

い
て

a2 =
2 �b2 =
(
�b)(
+b)よ

り
、

(b+
)2 9=(
�b)
(
+b)

と
な
る
の
で

b+
=9(
�
b)である。した

が
っ
て

10b=8
となり
、

b 4=
 5なのでb:

=4:5

で
あ
る
。
こ
の
と
き
、

b 4=
 5=kとすると

b=4k;
=5k

よ
り
、

a=b+
 3=9k 3=3kとなり
、

a:b:
=3:4
:5である。

�3a=b+
を
満
す
も
の
と
し
て

32 +42 =52 、

4a=b+
を満
す
も
の
と
し
て

82 +152 =17
2 、そ

し
て

5a=b+
を満
す
も
の
と
し
て

52 +122 =13
2 がある。[E℄

井
上

�a2 +b2 =

2 をみたすのは

、
中
心
が
原
点
で
、
半
径
が


の円上の点
(a;b)が自然数

の
と
き
で
あ

る
。

[S℄須藤克 �三角形の3

辺
が
整
数
の
三
角
形
は
、
「

30Æ ,60Æ ,90Æ 」
や
「

45Æ ,45Æ ,90Æ 」
の
角
に
は
な
ら
な
い
。 [M℄佐々木翼

�2桁の数の2

乗
を
計
算
す
る
と
き
、
た
と
え
ば

342 であれば3
42 =(30+4)2
=302 +2�30
�4+42

と
す
れ
ば
簡
単
に
計
算
で
き
る
。

[M℄佐々木信

�簡単な見つ
け
方
と
し
て
は
、
紙
に
正
確
な
目
盛
つ
き
の
直
角
を
書
き
、
縦
と
横
の
目
盛
を
つ
な
い
で
、
そ

の
長
さ
が
整
数
の
場
合
を
探
せ
ば
よ
い
。

[S℄三上

�120個も調べ
た
の
に
、
規
則
性
は
さ
っ
ぱ
り
分
か
り
ま
せ
ん
で
し
た
。

誤
っ
た
指
摘 �三平方の定

理
を
成
立
さ
せ
る
数
は
、

32 +42 =52 と
52 +122 =13
2 をn倍した数

だ
け
で
あ
る
。

�三平方の定
理
を
成
立
さ
せ
る
も
の
と
し
て
、

3つとも偶数、
3つとも奇数、
a;
が奇数の3

パ
タ
ー

ン
が
あ
る
。

連
続
し
な
い
も
の
は
、
す
べ
て
奇
数
で
あ
る
。

�aとbが連続
す
る
こ
と
は
な
い
。

�a2 +b2 =

2 においてb=
anであるとき

、


=ap n2 +1
で
あ
る
。

?式としては正
し
い
で
す
が
、
「
自
然
数
に
つ
い
て
考
え
て
い
る
」
こ
と
を
忘
れ
て
い
ま
す
。
こ
の


が自然数にな
る
の
は
ど
の
よ
う
な
場
合
か
に
つ
い
て
の
考
察
が
必
要
で
す
。

�三平方の定
理
は
、

a;b;
が自然数
の
と
き
の
定
理
で
す
。
虚
数
や
負
数
の
場
合
に
つ
い
て
述
べ
て
い
る

人
が
幾
人
か
い
ま
し
た
。

' &

$ %

xn +aの因数
分
解

x4 +4は、一
見
す
る
と
因
数
分
解
で
き
な
い
よ
う
に
見
え
ま
す
が
、

x4 +4=(x2 +
2)2 �(2x)2 =
(x2 +2x+2)
(x2 �2x+2)

と
因
数
分
解
で
き
ま
す
。
一
般
に
、

xn +aが因数
分
解
で
き
る
の
は
、
指
数

nや定数項aが
ど
の
よ
う
な

と
き
で
し
ょ
う
か
。
指
数

nや定数項aは
自
然
数
と
し
、
因
数
分
解
さ
れ
た
式
の
係
数
は
整
数
と
す
る
と
き
、

xn +aが因数
分
解
で
き
る
た
め
の

n;aの条件に
つ
い
て
考
え
て
み
て
く
だ
さ
い
。

解
説

こ
の
課
題
は

40名が選択し
ま
し
た
。
い
ろ
い
ろ
な

n;aについて

xn +aの因数
分
解
を
幾
つ
か

や
っ
て
み
る
と
、
容
易
に
何
ら
か
の
規
則
性
に
気
づ
く
と
思
い
ま
す
。

x4 +4の因数
分
解
の
変
形
過
程
は
、
式

変
形
の
際
の
ヒ
ン
ト
に
も
な
っ
て
い
ま
し
た
。
規
則
性
を
予
測
し
た
と
き
は
、
そ
の
証
明
も
考
え
て
ほ
し
い
と
思

い
ま
す
。
整
式

f(x)において

f(k)=0であ
れ
ば
、

f(x)はx�k

を
因
数
に
持
つ
と
い
う
因
数
定
理
も
念

頭
に
お
く
必
要
が
あ
り
ま
す
。

指
摘
さ
れ
た
事
柄

xn +1につい
て �nが奇数のと
き
は
因
数
分
解
で
き
る
。

[C℄高橋翔
nが奇数のとき
、

xn +1=(x+
1)(xn�1 �xn�
2 +���+1)で

あ
る
。

[S℄菊地和、[E
℄照井、中村

x+1を因数に
持
つ
と
、
も
う
一
つ
で
は
プ
ラ
ス
と
マ
イ
ナ
ス
が
交
互
に
現
れ
る
。

[E℄藤沢、[C℄

昆
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?f(x)=xn +
1においてnが

奇
数
の
と
き
は
、

f(�1)=�1+
1=0となり、

f(x)は(x+1
)を因数に

持
つ
か
ら
で
す
。

xn +1をx+
1で実際に割っ

て
み
れ
ば
、
符
号
が
交
互
に
な
る
理
由
も
分
か
る
で
し
ょ
う
。

�x2n +1 は因
数
分
解
で
き
な
い
。

[S℄伊藤麻、佐
々
木
恭
、

[E℄照井、[C℄

昆

xn +1は、n
n =2k のとき因

数
分
解
で
き
る
。

[E℄狩野

�因数分解で
き
た
と
き
の
式
の
係
数
は

�1だけである
。

[S℄小野寺淳

�nが偶数で

2k のタイプで
は
な
い
と
き
、

nの約数の最
大
の
偶
数
を

mとすると、

xn +1=(xm
+1)(xn�m �
xn�2m +xn�
3m �����xm
+1)であり、

nが奇数のと
き
は

xn +1=(x+
1)(xn�1 �xn
�2 +xn�3 �
����x+1)で

あ
る
。

[E℄狩野

�n=2;6;10
;���のときの

因
数
に
は
、

x2 +1がある
。

[E℄佐藤真、照
井
、
中
村

?この指数n

は

4k�2のタイプ
で
す
。

x4k�2 +1=(
x2 )2k�1 +1よ

り
、

X=x2 とおく
と

X奇数 +1=(X
+1)(���)=(x
2 +1)(���)とな

る
か
ら
で
す
。

�x3n +1 の因
数
分
解
の
式
に
は
、

x2�3n�1 �x3n
�1 +1 が含まれ

る
。

[E℄佐藤真

?x3n +1=(
x3n�1 )3 +1 で
あ
る
か
ら
、

X=x3n�1 と
お
く
と
、

X3 +1=(X
+1)(X2 �X
+1)とな

る
か
ら
で
す
。

xn +4につい
て �xn +4は、

nが4の倍数
の
と
き
に
因
数
分
解
で
き
る
。

(多数)

?n が4の倍数
で
あ
れ
ば
、

n=4kの形な
の
で
、

xn +4=x4k +
4=(xk )4 +4

と
な
り
、
例
示
し
た
変
形

と
同
様
に
す
れ
ば
因
数
分
解
で
き
ま
す
。

�xn +4が因
数
分
解
で
き
る
と
き
は
、

3つの式から
な
る

2つの因数に
分
解
さ
れ
る
。

[C℄昆

�nが4の倍
数
の
と
き
、

xn +4はxn
+4=(xn 2 +
2xn 2 +2)(xn 2
�2xn 2 +2)と

因
数
分
解
で
き
る
。

[M℄佐々木尚
、

[S℄菊地和、小
野
寺
健
、

[E℄佐藤真、狩
野
、
中
村
、
照
井

�n=22k+4
(k>0)のとき

、

xn +4は因数
分
解
で
き
る
。

[S℄金澤

?22k+4 =22(
k+2) =4k+2 と

な
り

4の倍数である
。

�x4n +4が
因
数
分
解
さ
れ
る
こ
と
の
証
明
は
次
の
と
お
り
。

[M℄佐々木尚
、

[S℄菊地和、[
E℄狩野

x4n +4=(x
2n )2 +4=(x
2n )2 +4x2n +
4�4x2n

=(x2n +2)2
�(2xn )2 =(
x2n +2xn +
2)(x2n �2xn
+2)//

xn +8 につい
て �xn +8はn

が

3の倍数のと
き
因
数
分
解
で
き
る
。

[E℄佐藤真

x3n +8=(x
n )3 +23 =(x
n +2)(x2n �
2xn +4)であ

る
。

[S℄菊地和

nが3の倍数
の
と
き
、

xn +8はxn
+8=(xn 3 +
2)(x2n 3 �2xn 3 +4
)と因数分解
で
き
る
。

[S℄菊地和、小
野
寺
健
、

[E℄佐藤真、照
井
、
中
村

�x3 +aは、

a=b3 のタイ
プ
の
と
き
に
因
数
分
解
で
き
る
。

[S℄佐々木晃、
時
田
、

[C℄昆

x3n +a3 は、

x3n +a3 =(x
n )3 +a3 =(x
n +a)(x2n �
axn +a2 )と因

数
分
解
で
き
る
。

[E℄狩野

xn +an につ
い
て

�xn +2n は
、

nが2の累乗
の
数

(2k )のときは
因
数
分
解
で
き
な
い
。

[S℄及川貴、柿
岡

?このタイプの
式
の
因
数
分
解
の
変
形
は
、

n=2k とする
と
き

xn +2n =(xn 2
)2 +2�2n 2 xn 2
+(2n 2 )2 �2�
2n 2 xn 2

と
い
う
変
形
で
す
。
こ
れ
が
因
数
分
解
で
き
る
に
は
、

2�2n 2 が平方数
と
な
る
必
要
が
あ
り
ま
す
が
、

2�2n 2 =21+n 2
で
あ
り
、

n=2k のとき

1+n 2=1+2k 2=2k�1 +1

と
な
る
の
で
、
こ
れ
は
奇
数
で
す
。
つ
ま
り
、

n=2k
の
と
き
、
係
数

2�2n 2 は2奇数
の
形
に
な
る
の
で
平
方
数
と
な
る
こ
と
は
で
き
ま
せ
ん
。

�xn +3n は
、

n=2k のタイ
プ
の
と
き
は
因
数
分
解
で
き
な
い
。

[S℄柿岡

�xn +an が因
数
分
解
で
き
れ
ば
、
因
数
分
解
さ
れ
た
式
の
形
は

aの値にはよら
ず
同
じ
形
で
あ
る
。

[S℄柿岡

?たとえば、x
6 +a6 =(x2 )3
+(a2 )3 =(x2
+a2 )(x4 �a2
x2 +a4 )

�xn +nn で

nが素数の場
合
は
、

xn +nn =(x
+n)(xn�1 �
nxn�2 +n2 x
n�3 ����+n
n�1 )の

形
に
因
数
分
解
さ
れ
る
。

[E℄三浦

�xn +32は
、

nが5の倍数
の
と
き
因
数
分
解
で
き
る
。

[E℄佐藤真

xn +64は、

nが3の倍数
の
と
き
因
数
分
解
で
き
る
。

[E℄佐藤真

xn +128は、

nが7の倍数
の
と
き
因
数
分
解
で
き
る
。

[E℄佐藤真
そ
の
他 �xn +aは、

n=1;2のと
き
は
因
数
分
解
で
き
な
い
。

[E℄中村、村上

�x2 +aは因
数
分
解
で
き
な
い
。

[M℄今野、[S℄

佐
々
木
晃
、
時
田
、

[E℄村上

?aは自然数な
の
で

a>0であり、

x2 =�aとなる
xは実数の中に

は
存
在
し
ま
せ
ん
。

�xn +2;xn
+3は因数分

解
で
き
な
い
。

[E℄佐藤真

�x3 +a3 は因
数
分
解
で
き
る
。

(多数)

?x3 +a3 =(
x+a)(x2 �ax
+a2 ) という公

式
が
あ
る
の
で
当
然
で
す
。

�x4 +42k+1
=(x2 +2k+1
x+22k+1 )(x
2 �2k+1 x+
22k+1 )である

。
[S℄佐々木晃

x4 +aは、a

が

4の奇数乗の
と
き
に
因
数
分
解
で
き
る
。

[M℄今野、佐
々
木
尚
、

[S℄伊藤麻、金
澤
、
時
田
、

[C℄鈴木尊

?x4 +42k�1
=x4 +2�22k�
1 x2 +(22k�1 )2
�2�22k�1 x2 ;
42k�1 =22(2k�
1) =(22k�1 )2

で
あ
る
。

=(x2 +22k�1
)2 �(2k )2 x2 =
(x2 +2k x+2
2k�1 )(x2 �2k
x+22k�1 )

x4 +aが因数
分
解
さ
れ
る

aは、a=4;6
4;1024;1638
4;���であり、

前
の
値
を

16倍した値の
と

き
で
あ
る
。

[M℄鈴木天 ?これらは41
;43 ;45 ;47 ;���

で
あ
り
、

4の奇数乗のと
き
で
あ
る
。

�x5 +a5 は、
(x+a)(x4 �
ax3 +a2 x2 �
ax3 +a4 )と因

数
分
解
さ
れ
る
。

[M℄今野、[S℄
佐
々
木
晃
、
時
田
、

[C℄鈴木尊

x5 +55k は因
数
分
解
で
き
る
。

[S℄伊藤麻

x5 +32n は因数
分
解
で
き
る
。

[E℄千田?3
2n =(25 )n =
25n です。

�x6 +a3 は、
x3 +a3 のとき

の
因
数
分
解
と
同
じ
タ
イ
プ
に
因
数
分
解
さ
れ
る
。

[M℄今野、[S℄

時
田

x6 +63k は因
数
分
解
で
き
る
。

[S℄伊藤麻
x6 +a3 =(x
2 +a)(x4 �a
x2 +a2 )であ

る
。

[S℄佐々木晃、

[C℄鈴木尊
?x6 +a3 =(
x2 )3 +a3 とな

る
か
ら
で
す
。

�x3n +a3 は
因
数
分
解
で
き
る
。

[S℄金澤
�x7 +a7 =
(x+a)(x6 �
ax5 +a2 x4 �
a3 x3 +a2 x4
�ax5 +a6 )
[S℄佐々木晃、

[C℄鈴木尊
�x8 +42k�1

は
因
数
分
解
で
き
る
。

[C℄鈴木尊
?x8 +42k�1
=(x2 )4 +42k�
1 となるので、

x4 +aの場合と
同
様
で
す
。

�x9 +a3 ;x
9 +a9 は因数

分
解
で
き
る
。

[M℄今野
x9 +a3 は因数

分
解
で
き
る
。

[S℄時田、[C℄

鈴
木
尊

?x9 +a3 =
(x3 )3 +a3 と

な
る
の
で
、

x3 +a3 のとき
と
同
様
の
形
に
因
数
分
解
で
き
ま
す
。
た
と
え
ば
、

x9 +1=(x3 )3
+1=(x3 +1
)(x6 �x3 +1)

で
す
。

�xn +nは、
n=42k�1 の

と
き
因
数
分
解
で
き
る
。

[M℄千田真、

[E℄伊藤真、[
C℄佐々木佳

?n=(22k�1 )
2 より前と同じ

変
形
か
ら

xn +n=(xn 2
+2k xn 4 +22k�
1 )(xn 2 �2k xn 4
+22k�1 ) となる

。

�xn +aは、
nが4の倍数

で
、

a=4�16k の
タ
イ
プ
の
と
き
因
数
分
解
で
き
る
。

[M℄高橋悠
?4�16k =42
k+1 なので、上

と
ほ
ぼ
同
様
の
変
形
で
因
数
分
解
で
き
る
。

�xn +aが1

次
式
と
の

2つの積に因
数
分
解
で
き
る
と
き
、

1次式でない
方
の
式
の
項
の
数
は

n個で
あ
る
。

[C℄相原
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�下記より、

xn +aはnが

4の倍数で4p
4aが整数にな

る
と
き
に
因
数
分
解
で
き
る
。

[E℄菊地吉

xn +a=� xn +2p ap x
n +a� �2p ap xn =

� p xn +p a� 2 �� q 2p ap xn� 2

=� p xn +p a+
q 2p ap xn�� p xn +p

a�q 2p ap xn�

=� p xn +p a+
4p 4a4p xn�� p
xn +p a�4p
4a4p xn� ==

な
お
、

p 2p a=p p
4a=((4a)1 2 )1 4 =(4a)1 4 =4p 4a、p

p xn =xn 4 =
4p xn である。

�下記により
、

xn +aはp a

と

(2p a)1 2 が整数にな
る
と
き
に
因
数
分
解
で
き
る
。

[E℄松田

xn +a=� xn
+2p axn 2 +a

� �2p axn 2 =
� xn 2 +p a� 2 �
� q 2p axn 2� 2

=� xn 2 +p a+q 2p axn 2�� xn 2 +p a�q 2p axn 2� ==

?p xn 2 =xn 4 のル
ー
ト
が
は
ず
れ
る
必
要
が
あ
る
の
で
、
「

nが4の倍数で
あ
る
」
と
い
う
条
件
も
必
要
で
す
。

�xn +aにお
い
て

n;aが自然数
の
場
合
に
つ
い
て
考
察
す
る
よ
う
に
求
め
て
い
る
の
で
、

a<0の場合
に
つ
い
て
考
察
し
た
人
の
内
容
は
省
略
し
ま
す
。

誤
っ
た
指
摘 �xn +aは、

a=1;4;8のと
き
し
か
因
数
分
解
で
き
な
い
。

�因数分解し
た
式
の
係
数
に
奇
数
は
な
い
。

xn +aは、aが
奇
数
の
と
き
は
因
数
分
解
で
き
な
い
。

?x3 +27は因
数
分
解
で
き
、
係
数
は
奇
数
で
す
。

�x2n +1は因
数
分
解
で
き
る
。

?x4 +1は因数
分
解
で
き
ま
せ
ん
。

�nが4の倍
数
の
と
き
、

xn +1は次の
い
ず
れ
か
に
因
数
分
解
さ
れ
る
。

(x2 +1)(xn�
2 �xn�4 +��
�+1);(x4 +
1)(xn�4 �xn
�8 +���+1)

?x8 +1;x16
+1 は因数分解

で
き
ま
せ
ん
。

�x4n +aが因
数
分
解
で
き
る
の
は

a=4のときだ
け
で
あ
る
。

?x4n +64も
因
数
分
解
で
き
ま
す
。

x4n +aが式変
形
に
よ
り
因
数
分
解
に
な
る
の
は
、

a=k2 のタイプ
で
あ

る
こ
と
が
必
要
で
す
。
そ
の
場
合
に
、

x4n +k2 =x4
n +2kx2n +k
2 �2kx2n と変

形
す
る
こ
と
に
な
る
の

で
、
因
数
分
解
で
き
る
に
は

2kx2n が平方の
形
に
な
ら
な
け
れ
ば
な
り
ま
せ
ん
。
そ
れ
は

2kが平方数に
な
る

場
合
で
す
。
そ
の
よ
う
な
数
と
し
て
、
た
と
え
ば

k=8;18などが
あ
り
ま
す
。

�xn +an は
因
数
分
解
で
き
る
。

?nが奇数のと
き
は
正
し
い
で
す
が
、
偶
数
の
と
き
は
必
ず
し
も
そ
う
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。
た
と
え
ば

x2 +52 ;x4 +3
4

は
因
数
分
解
で
き
ま
せ
ん
。

�2つにする
と
、

(x+b)(���);
(x2 +b2 )(���
)の形になる。

?x4 +4=(x
2 �2x+2)(x2
+2x+2)は、

こ
れ
に
あ
て
は
ま
り
ま
せ
ん
。

� �

� �

3次関数のグ
ラ
フ

y=(x�a)(x
�b)(x�
)の

グ
ラ
フ
は
、

a;b;
の値の
あ
り
方
に
よ
り
、
ど
の
よ
う
な
変
化
を
み
せ
る

で
し
ょ
う
か
。
各
自
の
問
題
意
識
に
も
と
づ
い
て
考
え
て
み
て
く
だ
さ
い
。

解
説

こ
の
課
題
は
、

14名が選択し
ま
し
た
。

a=bn =
;a
n =b=
;a=
b=
などに分

け
て
グ
ラ
フ

を
表
示
さ
せ
て
み
る
と
、

3つのパターン
が
あ
る
こ
と
に
容
易
に
気
づ
く
こ
と
が
で
き
る
で
し
ょ
う
。

y=0と
な
る
の
は

x=a;b;
のと
き
で
あ
る
こ
と
も
明
か
で
す
。

y>0となるの
は
、

x軸の上にあ
る
部
分
で
す
か

ら
、
グ
ラ
フ
が
分
か
れ
ば
不
等
式

(x�a)(x�b
)(x�
)>0の

解
法
も
容
易
で
す
。

指
摘
さ
れ
た
事
柄

グ
ラ
フ
の
平
行
移
動
に
つ
い
て

�a<b<
で

b�a=
�b

が
同
じ
値
で
あ
れ
ば
、

a;b;
の値によ
ら
ず
グ
ラ
フ
の
形
は
同
じ
で
あ
り
、

x軸方向に平
行
移
動
し
た
だ
け
で
あ
る
。

[M℄中澤、和
泉

b�aと
�a

が
同
じ
で
あ
れ
ば
、
頂
点
の

y座標の絶対
値
は
一
致
す
る
。

[S℄沼倉

�y=(x�a
)3 は、y=x
3 のグラフを

x軸方向に平
行
移
動
し
た
グ
ラ
フ
で
あ
る
。

[M℄齋藤、佐
藤
晃 �a<b<
で

形
が
同
じ
グ
ラ
フ
、
た
と
え
ば
、

y=(x�1)(x
�2)(x�3)と
y=(x�4)(x
�5)(x�6)

は
、

x軸方向に平
行
移
動
す
れ
ば
重
な
る
。

[M℄中澤

a;b;
がa;a+
1;a+2の場合

、

aがどんな値
で
も
グ
ラ
フ
は
同
じ
形
で
あ
る
。

[M℄千葉亮

y=(x�a)(x
�b)(x�
)の
a;b;
が、1;2
;3や3;4;5の

よ
う
な
連
続
す
る

3つの数のとき
、
そ

れ
ら
の
グ
ラ
フ
は

x軸方向に平
行
移
動
し
た
グ
ラ
フ
で
あ
る
。

[M℄齋藤、和
泉

�y=(x�
a)(x�b)(x�

)のグラフを
x軸方向にp

、

y軸方向にq
だ
け
平
行
移
動
す
る
と
、

y=(x�a�
p)(x�b�p)
(x�
�p)+
qのグラフに

な
る
。

[C℄高橋慶(3
1)

グ
ラ
フ
の
対
称
性
に
つ
い
て

�a<b<
で
b�a=
�a

の
と
き
、
グ
ラ
フ
に
は
対
称
性
が
あ
る
。

[M℄中澤

�y=(�x�
a)(�x�b)(�
x�
)のグラ

フ
は
、

y=(x�a)(x
�b)(x�
)の

グ
ラ
フ
を

x軸に関
し
て
対
称
移
動
し
た
グ
ラ
フ
で
あ
る
。

[M℄小野寺央
グ
ラ
フ
の
共
有
点
に
つ
い
て

�x軸との共
有
点
の

x座標はx=
a;b;
、y軸と

の
共
有
点
の

y座標は�ab

である。

[M℄佐藤晃、
中
澤
、

[S℄沼倉、[E℄

奥
田
、

[C℄長田、高橋
慶

(31)

�a;b;
のどれ
か
が

0だと原点を
通
る
。

[E℄奥田
�y=(x�a
)2 (x�
)は、
x=aの箇所

で

x軸と接する
。

[C℄長田
�y=(x�a
)(x�b)(x�

)のグラフは、
y=(x�a)(x
�b);y=(x
�b)(x�
)の

2つのグラ
フ
と

x軸との共有
点
を
通
る
。

[M℄中澤
そ
の
他 �a<b<
で

、

b�aや
�b
の
値
を
大
き
く
す
る
と
グ
ラ
フ
の
山
や
谷
が
大
き
く
な
る
。

[M℄小野寺央
�a;b;
のうち

、

2つを固定し
て

1つだけ大き
く
す
る
と
、
山
や
谷
が
大
き
く
な
る
。

[M℄齋藤
�y=x2 (x�

)のグラフは

、


の値によらず
原
点
を
通
る
。

[M℄齋藤
�y=x2 (x�

)の頂点のx

座
標
は

x=2 3
のときであ
り
、


が3の倍数の
と
き
頂
点
の

y座標は
整
数
で
あ
る
。

[M℄齋藤
?詳しくは2年

の
微
分
法
で
学
ぶ
が
、
頂
点
の

y座標はx=
2 3
 のときであ

る
。

�y=(x�a
)(x�b)(x�

)の各項の順

番
は
、
グ
ラ
フ
の
形
と
は
関
係
が
な
い
。

[M℄佐藤晃、
橋
本

�不等式(x�
a)(x�b)(x�

)>0に応用

す
る
と
、
た
と
え
ば

(x�1)(x�4
)(x�7)<0と

な
る

の
は

x<1;4<x
<7のときで

あ
る
。

[M℄祝田、[C
℄高橋慶(31)

�a;b;
 のそれ
ぞ
れ
の
値
が
近
い
ほ
ど
グ
ラ
フ
の
山
や
谷
は
小
さ
く
な
る
。

[C℄伊藤秀
誤
っ
た
指
摘 �3次関数で原

点
を
通
る
も
の
は
存
在
し
な
い
。

?a;b;
のどれ
か
が

0のときは、原
点
を
通
り
ま
す
。

� �

� �

独
自
の
問
題
を
考
え
て
考
察
し
た
人

�p aとaと
の
関
係
に
つ
い
て

�コンパスと
定
規
で
角
の

3等分線を引
く
方
法
に
つ
い
て

?これは、「不
可
能
」
と
い
う
こ
と
が
証
明
さ
れ
て
い
ま
す
。
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数
ナ
ビ
を
利
用
し
た
数
学
に
関
す
る
意
識
調
査

ク
ラ
ス

番
号

氏
名

� Æ

� 


数
ナ
ビ

(TI{89)を貸与
し
て
、
半
年
以
上
が
経
ち
ま
し
た
。
今
後
の
授
業
の
参
考
と
し
た
い
の
で
、
数
学
の

学
習
で
こ
の
電
卓
を
利
用
し
た
感
想
に
つ
い
て
書
い
て
く
だ
さ
い
。

1あなたは、
数
ナ
ビ
で
次
の
よ
う
な
操
作
を
行
う
こ
と
が
で
き
ま
す
か
、
そ
れ
と
も
、
で
き
ま
せ
ん
か
。
次
の
各

項
目
に
つ
い
て
、
「
は
い
」
「
い
い
え
」
の
う
ち
自
分
に
当
て
は
ま
る
も
の
に
○
印
を
つ
け
て
く
だ
さ
い
。

(1)私は、y=
sinxのような

関
数
を
定
義
し
て
、
そ
の
グ
ラ
フ
を
表
示

さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(2)私は、表示
さ
れ
た
グ
ラ
フ
の
特
定
部
分
を
拡
大
す
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(3)私は、一度
定
義
し
た
関
数
を
自
由
に
変
更
す
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(4)私は、定義
し
た
関
数
を
す
べ
て
削
除
す
る
方
法
を
知
っ
て
い
る
。

は
い

い
い
え

(5)私は、グラ
フ
画
面
の

x;yの範囲を自
由
に
変
更
す
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(6)私は、グラ
フ
と

x軸との交点の
座
標
を
求
め
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(7)私は、範囲
指
定
を
し
て
グ
ラ
フ
の
一
部
分
だ
け
を
表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。
は
い

い
い
え

(8)私は、� �
� �J,� �� �Iでグラ

フ
の
上
だ
け
を
移
動
す
る
に
は
、
ど
の
キ
ー
を

押
せ
ば
よ
い
か
知
っ
て
い
る
。

は
い

い
い
え

(9)私は、グラ
フ
の
山
や
谷
に
な
っ
て
い
る
点
の
座
標
を
求
め
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(10)私は、グ
ラ
フ
上
で
、
指
定
さ
れ
た
点
の

y座標を求める
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(11)私は、� �� �(�)と� �� ��の
使
い
分
け
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(12)私は、p
5の値を小数で

表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(13)私は、関
数

f(x)をf(x)=
x2 �2xと定義

す
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(14)私は、グ
ラ
フ
の

x;y座標を表に
し
て
表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(15)私は、グ
ラ
フ
の

x;y座標を表に
し
た
と
き
、
表
が
特
定
の

xから始まる
よ
う
に
変
更
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(16)私は、グ
ラ
フ
の

x;y座標を表に
し
た
と
き
、
表
示
さ
れ
て
い
る

xの間隔を
変
更
す
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(17)私は、式

(x+1)5 の展開
式
を
表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(18)私は、式

x5 �1を因数
分
解
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(19)私は、方
程
式

x2 �3x+3=
0の解を表示さ

せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

は
い

い
い
え

(20)私は、授
業
で
説
明
さ
れ
て
い
な
い
数
ナ
ビ
の
機
能
を
知
っ
て
い
る
。

は
い

い
い
え

2数ナビ(T
I{89)を使用し

て
み
て
、
次
の

(1)～(25)の各
項
目
に
つ
い
て
、
あ
な
た
は
ど
う
思
い
ま
す
か
。

「
は
い
」
「
ど
ち
ら
で
も
な
い
」
「
い
い
え
」
の
う
ち
、
自
分
に
当
て
は
ま
る
も
の
に
○
印
を
つ
け
て
く
だ
さ
い
。

(1)数ナビを使
う
授
業
は
お
も
し
ろ
い
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(2)数ナビはグ
ラ
フ
が
簡
単
に
描
け
る
の
で
良
い
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(3)数ナビを使
う
と
、
頭
が
よ
け
い
に
混
乱
し
て
し
ま
う
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(4)数ナビを家
や
寮
で
勉
強
す
る
と
き
も
使
っ
た
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(5)数ナビは、
計
算
の
確
か
め
が
で
き
る
の
で
便
利
だ
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(6)数ナビを、
授
業
で
も
っ
と
使
っ
て
ほ
し
か
っ
た
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(7)数ナビは、
文
字
式
の
ま
ま
計
算
で
き
る
の
で
良
い
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(8)数ナビを使
う
こ
と
に
よ
り
数
学
が
嫌
い
に
な
っ
た
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(9)数ナビを使
っ
て
新
し
く
発
見
し
た
こ
と
が
あ
る
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(10)数ナビを
私
は
授
業
で
使
う
と
き
し
か
使
用
し
な
い
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(11)数ナビを
利
用
し
て
数
学
に
つ
き
考
え
る
よ
う
に
な
っ
た
。
は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(12)数ナビを
利
用
す
る
と
数
学
の
理
解
が
さ
ら
に
深
め
ら
れ
る
。
は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(13)数ナビの
お
か
げ
で
数
学
が
前
よ
り
お
も
し
ろ
く
な
っ
た
。
は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(14)数ナビは
、
操
作
が
面
倒
く
さ
い
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(15)数ナビを
使
っ
て
数
学
が
前
よ
り
分
か
る
よ
う
に
な
っ
た
。
は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(16)数ナビに
頼
っ
て
計
算
力
が
落
ち
た
よ
う
な
気
が
す
る
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(17)数ナビを
使
う
と
難
し
い
内
容
も
簡
単
に
見
え
て
く
る
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(18)数ナビと
出
会
っ
て
数
学
に
対
す
る
見
方
が
変
わ
っ
た
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(19)数ナビは
、
数
学
上
の
疑
問
を
す
ぐ
に
解
決
し
て
く
れ
る
。
は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(20)数ナビが
あ
る
と
、
自
分
で
考
え
な
く
な
る
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(21)数ナビを
通
し
友
達
と
数
学
の
話
を
す
る
機
会
が
増
え
た
。
は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(22)数ナビが
近
く
に
あ
る
と
、
問
題
を
解
く
と
き
安
心
だ
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(23)数ナビが
無
く
て
も
、
数
学
は
十
分
に
理
解
で
き
る
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(24)数ナビは
、
で
き
る
だ
け
使
わ
な
い
よ
う
に
し
て
き
た
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

(25)数ナビは
、
関
数
を
理
解
す
る
の
に
役
立
つ
。

は
い

ど
ち
ら
で
も
な
い

い
い
え

[裏に続く℄
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3次の(1)�
(10)の項目に

つ
き
、
あ
な
た
は
ど
の
よ
う
に
思
い
ま
す
か
。
各
項
目
に
つ
き
、
自
分
に
該
当
す
る

と
思
う
番
号

(1�5)に○印
を
つ
け
て
下
さ
い
。

全くそうである

まあそうである

どちらともいえない

あまりそうではない

全くそうではない

(1)私にとっ
て
数
学
は
好
き
な
科
目
だ

123
45

(2)数学を勉
強
を
す
る
目
的
は
分
か
っ
て
い
る

123
45

(3) 数学は、
計
算
問
題
よ
り
応
用
問
題
の
方
が
お
も
し
ろ
い

123
45

(4) 数学の勉
強
に
つ
い
て
い
く
の
は
大
変
だ

123
45

(5)数学は、
他
の
科
目
よ
り
時
間
を
か
け
て
勉
強
し
た

123
45

(6)グラフ・
ア
ー
ト
は
、
お
も
し
ろ
か
っ
た

123
45

(7) グラフ・
ア
ー
ト
は
、
関
数
の
勉
強
に
な
っ
た

123
45

(8)グラフ・
ア
ー
ト
を
や
っ
て
、
関
数
が
お
も
し
ろ
く
な
っ
た

123
45

(9) 自由研究
は
、
や
っ
て
み
る
と
お
も
し
ろ
か
っ
た

123
45

(10)自由研究
の
事
後
の
解
説
プ
リ
ン
ト
は
、
じ
っ
く
り
読
ん
だ

123
45

(11)自由研究
の
事
後
の
解
説
プ
リ
ン
ト
は
、
参
考
に
な
っ
た

123
45

(12)自由研究
は
、
個
人
で
や
る
よ
り
グ
ル
ー
プ
学
習
に
し
た
方
が
よ
い

123
45

(13) 自由研究
を
や
っ
て
み
て
、
数
学
的
な
こ
と
で
新
し
い
発
見
が
あ
っ
た

123
45

(14)自由研究
は
、
授
業
時
間
で
や
れ
る
よ
う
に
し
て
ほ
し
い

123
45

(15) 自由研究
は
、
レ
ポ
ー
ト
だ
け
で
な
く
一
人
ず
つ
発
表
さ
せ
た
方
が
よ
い

123
45

(16)自由研究
を
や
っ
て
み
て
、
数
学
に
対
す
る
考
え
方
が
変
わ
っ
た

123
45

変
わ
っ
た
場
合
は
、
ど
の
よ
う
に
変
わ
っ
た
か
を
書
い
て
く
だ
さ
い
。

4「グラフ
・
ア
ー
ト
」
や
「
自
由
研
究
」
を
や
っ
て
み
て
の
感
想
を
書
い
て
く
だ
さ
い
。

5「数ナビ
」
に
対
す
る
感
想
を
書
い
て
く
だ
さ
い
。

6基礎数学
Iの授業に対

す
る
全
般
的
な
感
想
を
書
い
て
く
だ
さ
い
。

多
数
の
項
目
へ
の
回
答
、
あ
り
が
と
う
ご
ざ
い
ま
し
た
。
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数
学
に
関
す
る
意
識
調
査

最
初
に
、
マ
ー
ク
カ
ー
ド
に
氏
名
を
書
い
て
く
だ
さ
い
。
各
項
目
へ
の
回
答
は
、
マ
ー
ク
カ
ー
ド
の
右
端
に
あ
る

「
良
い
例
」
に
な
ら
い
、
回
答
欄
の
数
値

[1℄[2℄[3℄���を
マ
ー
ク
し

(縦の太線で塗
り
つ
ぶ
し

)ます。まず、
次
の

項
目
に
記
入
し
ま
す
。

�マークカー
ド
の
左
端
の
「
年
」
の
欄
で
、

[1℄の欄を、右
端
の
「
良
い
例
」
に
な
ら
い
マ
ー
ク
す
る
。

�「クラス」
欄
で
は
、

Mは[1℄、Eは

[2℄、Sは[3℄、
そ
し
て

Cは[4℄の欄を
マ
ー
ク
す
る
。

�「番号」欄
は
自
分
の
出
席
番
号
を
マ
ー
ク
す
る
。

4番の人は、
左
側
は

[0℄、右側は[4
℄の欄をマーク

す

る
。

32番の人は、
左
側
は

[3℄、右側では

[2℄の欄をマー
ク
す
る
。

以
下
の
項
目
で
は
、
マ
ー
ク
カ
ー
ド
の
上
側
に
あ
る

1～50の番号
の
う
ち
、
該
当
す
る
質
問
項
目
の
回
答
欄

[1℄[2℄[3℄���を
マ
ー
ク
し
て
し
て
く
だ
さ
い
。
鉛
筆
は
、
濃
さ
が

HB以上を使
用
し
て
く
だ
さ
い
。

1次の項目
に
つ
き
、
あ
な
た
は
ど
の
よ
う
に
思
い
ま
す
か
。
マ
ー
ク
カ
ー
ド
で
、

(1)�(15)の各
項
目
に
つ
き
、

自
分
に
該
当
す
る
と
思
う
番
号

([1℄�[5℄)をマ
ー
ク
し
て
下
さ
い
。
な
お
、
こ
こ
で
の
「
数
学
」
は
、
基
礎
数

学

Iや基礎数学

IIを含めた「
数
学
全
般
」
と
し
て
回
答
し
て
く
だ
さ
い
。

分からない

そう思わない

そう思わない

どちらかといえば

そう思う

どちらかといえば

そう思う

(1)私にとっ
て
数
学
は
好
き
な
科
目
だ

543
21

(2)数学を勉
強
を
す
る
目
的
は
分
か
っ
て
い
る

543
21

(3)数学は、
計
算
問
題
よ
り
応
用
問
題
の
方
が
お
も
し
ろ
い

543
21

(4) 数学の勉
強
に
つ
い
て
い
く
の
は
大
変
だ

543
21

(5)数学は、
他
の
科
目
よ
り
時
間
を
か
け
て
勉
強
し
て
い
る

543
21

(6)数学の勉
強
は
楽
し
い

543
21

(7)数学は、
得
意
な
教
科
で
は
な
い

543
21

(8) 勉強すれ
ば
、
数
学
で
良
い
成
績
を
取
れ
る

543
21

(9)数学は大
切
な
科
目
だ

543
21

(10) 自分は、
コ
ン
ピ
ュ
ー
タ
ー
の
操
作
は
苦
手
だ

543
21

(11)数学の勉
強
は
、
将
来
役
に
立
つ

543
21

(12) 数学は、
い
ろ
ん
な
計
算
の
仕
方
が
分
か
れ
ば
そ
れ
で
よ
い

543
21

(13) 数学の問
題
を
、
じ
っ
く
り
時
間
を
か
け
て
考
え
る
の
は
楽
し
い

543
21

(14)いろいろ
な
公
式
は
、
そ
の
証
明
も
理
解
し
た
方
が
よ
い

543
21

(15)難しい問
題
を
友
人
が
解
い
た
と
き
は
、
自
分
も
頑
張
ろ
う
と
思
う

543
21

2以下は、数
学
の
問
題
を
解
く
と
き
の
、
い
ろ
い
ろ
な
考
え
方
を
示
し
て
い
ま
す
。
あ
な
た
の
考
え
は
、
ど
の
よ
う
な
も
の

で
す
か
。
次
の

(16)～(20)の各
項
目
に
つ
い
て
、
マ
ー
ク
カ
ー
ド
の
該
当
す
る
番
号

[1℄～[4℄をマー
ク
し
て
く
だ
さ
い
。 そうしていない

そうしていない

どちらかといえば

そうしている

どちらかといえば

そうしている

(16)数学の問
題
を
解
く
と
き
、
前
に
問
い
た
問
題
と
似
て
い
る
と
こ
ろ
や

違
っ
た
と
こ
ろ
が
ど
こ
か
な
ど
を
考
え
よ
う
と
し
て
い
ま
す
か
。

432
1

(17)数学で新
し
い
内
容
を
勉
強
し
た
と
き
、
前
に
勉
強
し
た
こ
と
と
、

ど
の
よ
う
な
関
係
が
あ
る
か
考
え
よ
う
と
し
て
い
ま
す
か
。

432
1

(18)数学の問
題
が
解
け
な
か
っ
た
と
き
、
自
分
が
な
ぜ
解
け
な
か
っ
た
か
を

ふ
り
返
っ
て
考
え
よ
う
と
し
て
い
ま
す
か
。

432
1

(19)数学の問
題
が
解
け
た
と
き
、
別
な
解
き
方
を
考
え
よ
う
と
し
て
い
ま
す
か
。

432
1

(20) 数学の問
題
の
解
き
方
が
分
か
ら
な
い
と
き
、
あ
き
ら
め
ず
に
い
ろ
い
ろ

考
え
よ
う
と
し
て
い
ま
す
か
。

432
1

3あなたは、
貸
与
さ
れ
た
数
ナ
ビ

(TI{89)で次
の
操
作
を
行
う
こ
と
が
で
き
ま
す
か
、
そ
れ
と
も
で
き
ま
せ
ん

か
。
次
の

(21)～(32)の
各
項
目
に
つ
い
て
、
マ
ー
ク
カ
ー
ド
の
対
応
す
る
番
号
欄
で
、
「
は
い
」
の
人
は

[2℄

を
、
「
い
い
え
」
の
人
は

[1℄をマークし
て
く
だ
さ
い
。

いいえ

はい

(21)私は、y
=�x2 +2xの

よ
う
な
関
数
を
定
義
し
て
、
そ
の
グ
ラ
フ
を

表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(22)私は、表
示
さ
れ
た
グ
ラ
フ
の
特
定
部
分
を
拡
大
す
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(23)私は、一
度
定
義
し
た
関
数
を
自
由
に
変
更
す
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(24)私は、グ
ラ
フ
画
面
の

x;yの範囲を
自
由
に
指
定
す
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(25)私は、グ
ラ
フ
の

x;y座標を表
に
し
て
表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(26)私は、グ
ラ
フ
の

x;y座標を表
に
し
た
と
き
、
表
示
さ
れ
て
い
る

xの間隔を自
由
に
変
更
す
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(27)私は、
� �� �(�)と� �� ��の使い分け

が
で
き
る
。

21

(28)私は、p
5の値を小数

で
表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(29)私は、式

(x+1)4 の展
開
式
を
表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(30)私は、式

x5 �1を因数
分
解
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(31)私は、方
程
式

x2 �2x�2=
0の解を表示

さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(32)私は、授
業
で
説
明
さ
れ
て
い
な
い
数
ナ
ビ
の
使
い
方
を
知
っ
て
い
る
。

21
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《
基
礎
数
学

I》数ナビ
を
利
用
し
た
「
自
由
研
究
」

(7月版)

ク
ラ
ス

番
号

氏
名

(x+1)n の展
開

(Expand)

数
ナ
ビ
を
利
用
す
る
と
、
具
体
的
な
自
然
数

nについて(x+
1)n の展開式を

表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。
た

と
え
ば
、

(x+1)4 であれ
ば
、
基
本
画
面

(� �� �HOMEを押し
て
現
れ
る
画
面

)で� �� �F23:expandを
押
し
、
入
力

行

(一番下の行の
こ
と

)でexpand((x
+1)4 )� �� �ENTERとすれ

ば
よ
い
。
括
弧
が

2つ必要なので
注
意
す
る

こ
と
。

こ
の
機
能
を
利
用
し
て
、
で
き
る
だ
け
多
く
の

nについて(x+
1)n の展開式が

ど
う
な
る
か
を
調
べ
て
く
だ
さ

い
。
そ
し
て
、
展
開
式
の
係
数
の
現
れ
方
に
、
何
か
の
規
則
性
が
な
い
か
ど
う
か
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。
展
開
式
を
そ

の
ま
ま
書
か
な
い
で
、
係
数
だ
け
を
書
き
出
し
た
方
が
規
則
性
を
見
抜
き
や
す
い
で
す
。
こ
の
中
に
は
、
沢
山
の
規
則

性
が
含
ま
れ
て
い
ま
す
。

2つ3つ見つけ
た
だ
け
で
安
心
し
な
い
で
、
で
き
る
だ
け
多
く
の
規
則
性
を
発
見
し
て
く

だ
さ
い
。
そ
し
て
、
可
能
な
ら
、
な
ぜ
そ
う
な
る
の
か
、
そ
の
理
由
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。
ま
た
、

(x+1)n の展開
式
の
左
か
ら

k番目の係数を
記
号
で

nC kと表すこ
と
に
す
る
と
き
、

nC kをn;kを
使
っ
た
式
で
表
す
こ
と
は

で
き
な
い
で
し
ょ
う
か
。

(x+1)n

降
べ
き
の
順
に
展
開
し
た
と
き
の
係
数

(x+1)1

11

(x+1)2

121

以
下
に
、
発
見
し
た
こ
と
や
、
気
づ
い
た
特
徴
な
ど
を
書
い
て
く
だ
さ
い
。

[考えてみた感
想

℄
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xn �1の因
数
分
解

(Fa
tor)

数
ナ
ビ
を
利
用
す
る
と
、
具
体
的
な
自
然
数

nについて

xn �1を因
数
分
解
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。
た
と
え

ば
、

x4 �1であれ
ば
、
基
本
画
面

(� �� �HOMEを押
し
て
現
れ
る
画
面

)で� �� �F22:fa
tor

を
押
し
、
入
力
行

(一番
下
の
行
の
こ
と

)でfa
tor(x
4 �1)� �� �ENTERと

す
れ
ば
よ
い
。

こ
の
機
能
を
利
用
し
て
、
で
き
る
だ
け
多
く
の

nについて

xn �1の因
数
分
解
が
ど
の
よ
う
な
式
に
な
る
か
を

調
べ
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
指
数

nと因数分解
さ
れ
た
式
と
の
間
に
、
何
か
の
規
則
性
が
な
い
か
を
考
え
て
く
だ

さ
い
。
こ
の
中
に
は
、
沢
山
の
規
則
性
が
含
ま
れ
て
い
ま
す
。

2つ3つ見つ
け
た
だ
け
で
安
心
し
な
い
で
、
で
き
る

だ
け
多
く
の
規
則
性
を
発
見
し
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
可
能
な
ら
、
な
ぜ
そ
う
な
る
の
か
、
そ
の
理
由
を
考
え
て
く

だ
さ
い
。 xn �1

因
数
分
解
さ
れ
た
式

x1 �1=
x�1

x2 �1=
(x�1)(x+
1)

以
下
に
、
発
見
し
た
こ
と
や
、
気
づ
い
た
特
徴
な
ど
を
書
い
て
く
だ
さ
い
。

[考えてみた
感
想

℄
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《
基
礎
数
学

I》夏期休
業
課
題

ク
ラ
ス

番
号

氏
名

' &

$ %

夏
期
休
業
の
課
題
は
、
以
下
の

3点です。

(1)このプリン
ト
に
あ
る
問
題
を
レ
ポ
ー
ト
用
紙
に
計
算
過
程
と
と
も
に
回
答
す
る
。

(2)「実力確認
問
題
」
を
時
間

(60分)を自分
で
計
っ
て
や
り
、
そ
の
ま
ま

(修正しないで

)提出すること
。

(3)このプリン
ト
の
裏
に
あ
る
自
由
研
究
の
う
ち
、
ど
れ
か
一
つ
を
選
ん
で
レ
ポ
ー
ト
用
紙
に
ま
と
め
て
提
出
す
る
こ
と
。

提
出
日
：

(1)(2)は8月

30日(金)に提
出
。

(3)は9月7

日

(水)までに提
出
。

�どうしても
分
か
ら
な
い
問
は
飛
ば
し
て
も
よ
い
が
、
必
ず
提
出
す
る
こ
と
。
成
績
に
関
係
し
ま
す
。

�すぐ分かる
問
以
外
は
答
え
だ
け
を
書
か
な
い
で
途
中
の
計
算
過
程
も
書
く
こ
と
。

�計算問題で
は
数
ナ
ビ
は
答
え
合
わ
せ
と
し
て
利
用
す
る
。
た
だ
し
、
表
示
結
果
を
丸
写
し
し
な
い
こ
と
！

�計算過程が
必
要
な
箇
所
で
答
し
か
書
い
て
い
な
い
場
合
は
書
き
直
し
て
も
ら
う
こ
と
が
あ
る
。

展
開

(No.1{2)数
ナ
ビ
で
の
確
認
は

� �� �F23(expand
)を利用し、ex
pand((x2 �3)
3 )などとする

。

1同じもの
を
一
つ
の
文
字
で
置
き
か
え
て
、
次
の
式
を
展
開
せ
よ
。

(1)(2x2 +x
+1)(2x2 +x
�1)(2)(2
x2 +x�1)(2
x2 �x�1)
(3)(2x2 �x
+1)(2x2 +x
�1)

(4)(a+2b+
3
)(a+2b�
3
)(5)(a+
2b�3
)(a�
2b�3
)(6
)(a+2b�3

)(a�2b+3

)

2公式(a+
b)(a2 �ab
+b2 )=a3
+b3 ;(a�
b)(a2 +ab
+b2 )=a3
�b3 は覚え

る
こ
と

!!

こ
の
公
式
を
利
用
し
て
、
次
の
式
を
展
開
せ
よ
。

(1)(x+2)(x
2 �2x+4)
(2)(2x�1)(
4x2 +2x+1
)(3)(x
2 +y2 )(x4 �
x2 y2 +y4 )

(4)(a+2b)(
a2 �2ab+4
b2 )(5)(1
�3b)(1+3b
+9b2 )
(6)(x2 �4)(
x4 +4x2 +1
6)

3(a+b)3
=a3 +3a2
b+3ab2 +
b3 は覚えるこ

と

!!この公式を
利
用
し
て
、
次
の
式
を
展
開
せ
よ
。

(1)(x+2)3
(2)(2x�1)3
(3)(3x+2y)
3 (4)(x2
�3)3 (
5)(x2 �y2 )3

因
数
分
解

(No.3)数ナ
ビ
で
の
確
認
は

� �� �F22(fa
tor)

を
利
用
し
、

fa
tor(6x2 �7
x�3)などとす

る
。

4公式を利
用
し
て
、
次
の
式
を
因
数
分
解
せ
よ
。
共
通
な
も
の
が
あ
っ
た
ら
、
ま
ず
、
く
く
る
こ
と
。

(1)9x2 �16
(2)18x2 �12
x+2
(3)18x2 �8y
2

(4)4x2 +20x
+25
(5)6x2 �7x
�3
(6)12x2 +21
x+9

5a2 �b2
=(a+b)(a
�b)は頻出す

る
。
こ
の
公
式
を
利
用
し
て
、
次
の
式
を
因
数
分
解
せ
よ
。

(1)x4 �16
(2)(x+2)2 �
1
(3)(x+y)2 �
(x�y)2

(4)4y2 �(x
�2y)2
(5)(2a+b)2
�(a�2b)2
(6)(2x�3y
�1)2 �1

6一つの文
字
に
つ
い
て
降
べ
き
の
順
に
整
理
し
て
、
次
の
式
を
因
数
分
解
せ
よ
。

例

x2 +2xy+y
2 �2x�2y�
3=x2 +(2y
�2)x+(y2 �
2y�3) �

次
数
の
順
に
整
理

=x2 +(2y�
2)x+(y+1)
(y�3)=(x
+y+1)(x+
y�3)

こ
れ
は
、

x2 +7x+12
=(x+3)(x+
4)という因数

分
解
と
同
じ
タ
イ
プ
で
あ
る
。

(1)x2 �2y2
+xy+2x+
7y�3
(2)x2 �2y2
+xy�4x+
y+3

(3)2a2 +3ab
�2b2 +a+
7b�3
(4)2a2 �ab
�b2 �7a�
2b+3

整
式
の
除
法

(No.4,7)整式

Aを整式Bで
割
っ
た
と
き
の
商
を

Q、余りをR
と
す
る
と
、

A=BQ+R
と

表
せ
る
の
で
、

A B=Q+R Bである。こ
の
変
形
で
、
分
子
の
次
数
を
分
母
の
次
数
よ
り
下
げ
る
こ
と
が
で
き
る
。

7次の分数
式
の
、
分
子
を
分
母
で
割
っ
た
商
と
余
り
を
求
め
て
、
分
子
が
簡
単
に
な
る
よ
う
に
変
形
せ
よ
。

数
ナ
ビ
で
の
確
認
は

� �� �F27(propFr
a
)を利用し、

propFra
((2x3
+x2 +x�1)
=(x�1))など

と
す
る
。

(1)2x3 +x2
+x�1 x�1
(2)2x3 +x2

+x�1 x2 �1
(3)2x3 +x2

+x�1 x3 �1

剰
余
の
定
理
と
因
数
定
理

(No.5)

整
式

P(x)をx�a

で
割
っ
た
と
き
の
商
を

Q(x)、余りを

RとするとP
(x)=(x�a)
Q(x)+Rであ

る
。

特
に
、

R=P(a)で
あ
る
。
ま
た
、

P(a)=0であ
れ
ば
、

P(x)=(x�
a)Q(x)と因数

分
解
で
き
る
。

8剰余の定
理
を
利
用
し
て
、
次
の
問
に
答
え
よ
。

(1)P(x)=x
3 +2x2 +ax
+1がx+1

で
割
り
切
れ
る
よ
う
に
、

aの値を定め
よ
。

(2)P(x)=x
6 +ax3 +bは

、

x+2でもx
�1でも割り

切
れ
る
。

a;bの値を求
め
よ
。

(3)P(x)=x
3 +ax2 +bx
+8はx�2

で
割
り
切
れ
、

x+3で割る
と

20余る。a;b
の
値
を
求
め
よ
。

9因数定理
を
利
用
し
て
、
次
の
式
を
因
数
分
解
せ
よ
。

(1)x3 �3x�
2
(2)x3 �2x2
�3x+6
(3)3x3 +x2
�8x+4

(4)x3 �x�
6
(5)x4 �5x2
+4
(6)x4 �3x2
�4

分
数
式
の
計
算

(No.6{8)
10次の分数

式
を
計
算
し
て
簡
単
に
せ
よ
。

数
ナ
ビ
で
確
認
す
る
に
は
、

(1)(2)は、その
ま
ま

((分子)=(分母
))�((分子)=(

分
母

))�((分子)=(
分
母

))のよう
に
す
る
。
分
子
と
分
母
の
他
に
、
分
数
自
体
も
括
弧
で
区
切
る
こ
と
が
必
要
で
あ
る
。

(3)(4)は、やは
り
分
子
と
分
母
を
括

弧
で
区
切
り
な
が
ら

(分子)=(分母)
+(分子)=(分母
)のように入力

す
る
。

(1)1 x�1�1�
x2 1+y�x+
x2 1�y2
(2)x2 +2x�

3 x2 �4�
x2 +5x�14 x2 +8x+15

(3)1 x2 �x�6+
x x2 �2x�8
(4)x�2
y x2 �2xy�8
y2�x�3y x2 �4xy

(5)x�2 x+1 x x+1�2

(6)1+2 x�2 1�2 x+2

絶
対
値

(No.9)
実
数

aと原点0と
の
距
離
を

jajで表す。a
> =0のときja
j=a、a<0

の
と
き

jaj=�aであ
る
。

数
ナ
ビ
で
の
確
認
は
、
た
と
え
ば

j2�xjは、abs
(2�x)のよう

に
す
る
。
こ
の
と
き
、

xの範囲を指定
す
る
に
は
、

� �� �7の
横
の
左
側
の
キ
ー

� �� �jを利用して
、
た
と
え
ば
、

abs(2�x)jx
>3のようにす

る
。
不
等
号
は
、

1番下のキーの
黄
色
の

機
能
で
あ
る
。 11次の値を
求
め
よ
。

(4)～(6)は簡
単
に
せ
よ
。

�は円周率で
あ
る
。
と
も
か
く
、
絶
対
値
の
内
部
が
正
に
な

る
か
、
負
に
な
る
か
を
調
べ
れ
ば
よ
い
。

(1)j5�2j
(2)j1��j
(3)jp 2�3j

(4)jx�2j;(
x>3)
(5)j2�xj;(
x>3)
(6)jxj+j1�
xj;(x>3)

平
方
根

(No.10)p a2
=jajである。

x>2のとき
、

p 4�4x+x
2 =j2�xj=
�(2�x)=x
�2

12次の式を
計
算
を
せ
よ
。
分
数
の
も
の
は
分
母
を
有
理
化
す
る
こ
と
。

(1)(3+4p 2
)2
(2)(3+p 2)
(4�3p 2)
(3)(3+p 2)
3

(4)1 4�p 3
(5)2�p 3 4+p 3
(6)3�4p 2 p 2�2

13次の式を
、
根
号
も
絶
対
値
も
使
わ
な
い
式
で
表
せ
。

(1)p �2 �4�
+4
(2)p �2 �6�
+9
(3)p �2 �8�
+16

(4)p a2 �2a
+1;(a>1)
(5)p a2 �4a
+4;(a<0)
(6)p 4a2 +4
a+1;(a<�
1)
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14x=2 3+p 5;y=
2 3�p 5のとき

、
次
の
値
を
求
め
よ
。

(1)(2)は代入
し
て
計
算
。

(3)以降は、(
1)(2)

の
結
果
を
利
用
す
る
方
向
で
変
形
す
る
。
た
と
え
ば
、

x2 +y2 =(x
+y)2 �2xy

で
あ
る
。

(1)x+y
(2)xy
(3)x2 +y2

(4)(x+1)(y
+1)
(5)x y+y x
(6)1 x+1+1 y+1

複
素
数

(No.11{12)i
2 =�1となる

新
し
い
数
を
考
え
る
。

a+biの計算
は
、

i2 =�1に注
意
す
る
だ
け
で
普

通
に
計
算
し
て
よ
い
。

�=a+biの
と
き
、

j�j=ja+bij
=p a2 +b2 を

�の絶対値、

�=a+bi=
a�bi

を

�の共役複素
数
と
い
う
。

k>0のとき
は
、

p �k=p ki

で
あ
る
。

数
ナ
ビ
で
確
認
す
る
に
は
、
虚
数
単
位

iは� �� �2nd� �� �CATALOGを
利
用
す
る
。

� �� �alpha9ではな
い
の
で
注
意
す
る
。
絶

対
値
は
、
前
と
同
じ

abs()である。

15次の式を
計
算
し
て
簡
単
に
せ
よ
。

(1)(3�2i)2
(2)(3�2i)(5
+4i)
(3)(3�2i)3

(4)1 4+3i
(5)4+3i 3�2i
(6)1 3�2i+1 3+2i

(7)(3�p �8
)(4+p �2)
(8)1 4�p �3
(9)2�p �3 4+p �3

16次の値を
求
め
よ
。

数
ナ
ビ
で
共
役
複
素
数
の
計
算
を
行
う
に
は
、
た
と
え
ば

3+2iであれ
ば
、


onj(3+2i)

の
よ
う
に
す
る
。


onj

は

� �� �alphaキーを利
用
す
る
。
共
役
複
素
数
は
、


onjugate
om
plexnumberと

い
う
。

(1)j4�3ij
(2)� � (5�2i)(
3+4i)� �
(3)� � � �3+2i 4�3i� � � �

(4)4�3i
(5)(5�2i)(3
+4i)
(6)� 3+2i 4�3i�

17�=3+
p 2i 2;�=3
�p 2i 2のとき、

次
の
値
を
求
め
よ
。

(1)(2)は代入
し
て
計
算
。

(3)以降は、(
1)(2)

の
結
果
を
利
用
す
る
方
向
で
変
形
す
る
。

(1)�+�
(2)��
(3)�2 �+��
2

(4)1 �+1 �
(5)�2 �+�2 �
(6)1 ��1+1 ��1

自
由
研
究

次
の
課
題
か
ら

1つを選択し
て
、
何
か
の
規
則
性
が
な
い
か
ど
う
か
を
数
ナ
ビ
を
利
用
し
て
調
べ
て
く
だ
さ
い
。

そ
し
て
、
そ
の
結
果
を
レ
ポ
ー
ト
に
ま
と
め
て
く
だ
さ
い
。

自
由
研
究
の
「
ま
と
め
方
」

ま
と
め
方
は
自
由
で
す
。
数
ナ
ビ
に
ど
の
よ
う
な
こ
と
を
や
ら
せ
た
ら
ど
の
よ
う
な
結
果
が
表
示
さ
れ
た
か
。
い
ろ

い
ろ
や
っ
て
い
る
う
ち
に
ど
の
よ
う
な
こ
と
が
予
想
さ
れ
て
き
た
か
。
そ
の
予
想
を
確
か
め
よ
う
と
し
て
、
ど
の
よ
う

な
こ
と
を
し
た
か
。
そ
の
予
想
が
正
し
い
こ
と
を
、
ど
の
よ
う
な
理
由
で
確
信
し
た
か
。
あ
る
い
は
、
そ
の
予
想
が
誤

り
で
あ
る
こ
と
を
、
ど
の
よ
う
に
し
て
分
か
っ
た
か
。
あ
る
い
は
、
ど
の
よ
う
な
こ
と
が
原
因
で
、
そ
の
予
想
の
真
偽

を
確
か
め
る
こ
と
が
で
き
な
か
っ
た
か
。
な
ど
な
ど
、
各
自
の
自
由
な
思
考
の
経
過
を
ま
と
め
て
く
れ
ば
よ
い
の
で
す
。

予
想
が
正
し
い
と
確
信
で
き
る
と
き
は
、
そ
の
証
明
も
考
え
て
み
て
く
だ
さ
い
。
ま
た
、
い
ろ
い
ろ
や
っ
て
み
た
が
、

規
則
性
は
分
か
ら
な
か
っ
た
、
と
い
う
と
き
は
、
ど
の
よ
う
な
こ
と
を
や
っ
て
み
た
の
か
、
そ
の
や
っ
た
内
容
を
書
い

て
き
て
く
だ
さ
い
。

(1)繁分数の
値

次
の
繁
分
数
の
値
を
求
め
て
み
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
同
様
の
こ
と
を
も
う
ち
ょ
っ
と
続
け
て
く
だ
さ
い
。

そ
し
て
、
一
般
に
、
こ
れ
ら
の
分
数
の
間
に
は
ど
の
よ
う
な
関
係
が
あ
る
の
か
、

B Aの形にまと
め
た
と
き
の

分
子
と
分
母
は
ど
の
よ
う
な
仕
組
み
で
変
化
し
て
い
く
の
か
、
ま
た
、
そ
の
分
数
の
値
は
ど
の
よ
う
な
値
に
近
づ

い
て
い
く
の
か
な
ど
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。
数
ナ
ビ
で
値
を
求
め
る
に
は
、
た
と
え
ば

4番目の値の
場
合
は
、

「

1=(1+1=(1+
1=(1+1)))」

と
な
り
ま
す
。
括
弧
の
対
応
関
係
に
注
意
し
て
く
だ
さ
い
。
値
を
小
数
で
表
示

さ
せ
る
に
は

� �� �ENTERでは
な
く
、

� �� ��� �� �ENTERです
。

1 1;1 1+1;
1 1+1 1+1;1 1+1 1+1 1+1;
1 1+1 1+1 1+1 1+1;���

(2)絶対値関
数
の
グ
ラ
フ

y=jxjのグ
ラ
フ
は
、
数
ナ
ビ
で
は

� �� ��� �� �F1で、たと
え
ば

y1=abs(x)
と
し
て
入
力
し
ま
す
。

abs

は

� �� �alphaを利用
し
ま
す
。
あ
る
い
は
、

� �� �CATALOG� �� �=を押しても
出
て
き
ま
す
。

y=jxjは、x
> =0

の
と
き
は

y=xであり
、

x<0のとき
は

y=�xとい
う
こ
と
で
す
。

そ
こ
で
、

y1には適当な
関
数
を
定
義
し
、

y2はy2=a
bs(y1(x))と

し
て

y1とy2のグ
ラ
フ
を
比

較
し
て
く
だ
さ
い
。

y2=jy1(x)j
と
し
た
こ
と
に
な
り
ま
す
。
グ
ラ
フ
を
表
示
さ
せ
る
に
は

� �� ��� �� �F3です。
グ
ラ
フ
が
う
ま
く
表
示
さ
れ
な
い
と
き
は
、

� �� �F24を押して
み
て
く
だ
さ
い
。
た
と
え
ば
、

� �� ��� �� �F1で

y1=x2 �1;
y2=abs(y1
(x))として� �� ��� �� �F3でグラフ

を
表
示
さ
せ
る
と
、
ど
の
よ
う
な
グ
ラ
フ
が
表

示
さ
れ
る
で
し
ょ
う
か
。
こ
れ
は
、

y=x2 �1と
y=jx2 �1jの

グ
ラ
フ
を
表
示
さ
せ
た
こ
と
に
な
り
ま
す
。

た
だ
し
、

2つのグラフ
が
重
な
っ
て
分
か
り
に
く
い
の
で
、

� �� ��� �� �jでLeading
Cursorの箇所

を

ONに
変
更
し
た
方
が
グ
ラ
フ
が
分
か
り
や
す
く
な
り
ま
す
。

y1にいろいろ
な
関
数
を
定
義
し
て
、

y1とy2=jy
1(x)jのグラフ

を
比
較
し
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、

一
般
に

y=f(x)とy
=jf(x)jのグ

ラ
フ
の
間
に
は
ど
の
よ
う
な
関
係
が
あ
る
か
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。
さ

ら
に
、

y=f(x) jf(x)j;y=
f(x)+jf(x)
j 2;y=
� � jf(x)j�p� � な

ど
は
、
ど
の
よ
う
な
グ
ラ
フ
に
な
る
で
し
ょ

う
か
。
そ
れ
は
、
何
故
で
し
ょ
う
か
。

絶
対
値
を
含
む
関
数
や
、
そ
れ
ら
の
和
・
差
・
積
・
商
を
利
用
す
る
と
、
い
ろ
い
ろ
な
グ
ラ
フ
を
描
く
こ
と
が

で
き
ま
す
。
次
の
グ
ラ
フ
は
、
ど
の
よ
う
な
関
数
の
グ
ラ
フ
で
し
ょ
う
か
？
ま
た
、
絶
対
値
を
利
用
し
て
、
も
っ

と
お
も
し
ろ
い
グ
ラ
フ
は
で
き
な
い
で
し
ょ
う
か
。

xy O

xy O

xy O

xy O

xy O

xy O

xy O

xy O
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《
基
礎
数
学

I》「自由
研
究
」

(7月版)の
解
説

� �

� �

(x+1)n の展
開

基
本
画
面

� �� �HOMEの展
開

� �� �F23(expan
d)を利用して

、

(x+1)n の展
開
式
が
ど
う
な
る
か
を
調
べ
て

く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
展
開
式
の
係
数
の
現
れ
方
に
、
何
か
の
規
則
性
が
な
い
か
ど
う
か
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。

解
説

ま
ず
、
で
き
る
だ
け
多
く
の

nについて、
そ
の
展
開
式
を
書
き
出
す
こ
と
が
必
要
で
す
。

(x+1)n の
展
開
式
の
係
数
の
間
に
は
、
実
に
多
く
の
性
質
が
あ
り
ま
す
。
そ
れ
を
、
ど
れ
だ
け
見
つ
け
る
こ
と
が
で
き
た
で

し
ょ
う
か
？ (x+1)1 =

x+1

(x+1)2 =
x2 +2x+1

(x+1)3 =
x3 +3x2 +3
x+1

(x+1)4 =
x4 +4x3 +6
x2 +4x+1

(x+1)5 =
x5 +5x4 +1
0x3 +10x2 +
5x+1

(x+1)6 =
x6 +6x5 +1
5x4 +20x3 +
15x2 +6x+
1

(x+1)7 =
x7 +7x6 +2
1x5 +35x4 +
35x3 +21x2
+7x+1

(x+1)8 =
x8 +8x7 +2
8x6 +56x5 +
70x4 +56x3
+28x2 +8x
+1

(x+1)9 =x
9 +9x8 +36
x7 +84x6 +
126x5 +126x
4 +84x3 +36
x2 +9x+1

係
数
だ
け
を
書
き
出
し
て
み
る
と
、
よ
り
規
則
性
が
明
確
に
な
る
か
も
し
れ
ま
せ
ん
。

(x+1)1
11

(x+1)2
121

(x+1)3
1331

(x+1)4
1464
1

(x+1)5
15101
051

(x+1)6
16152
01561

(x+1)7
17213
53521
71

(x+1)8
18285
67056
2881

(x+1)9
19368
4126126
84369
1

■
こ
の
展
開
式
か
ら
、
多
数
の
人
が
以
下
の
こ
と
に
気
づ
き
ま
し
た
。

�ピラミッド
型
に
な
る
。

�最大次数の
項
は

n次である。

�初めと最後
の
係
数
は

1である。両
端
の
係
数
は

1である。

�展開式の次
数
は

1つずつ小さ
く
な
る
。

�係数は左右
対
称
で
あ
る
。
真
中
を
境
に
数
字
が
同
じ
に
な
る
。

左
か
ら

k番目と右か
ら

k番目の係数
は
同
じ
で
あ
る
。

�nが奇数の
と
き
は
中
央
に
同
じ
係
数
が
あ
る
。

�nが奇数の
と
き
は
最
大
の
係
数
が

2つあり、偶
数
の
と
き
は

1つである。

�両端の隣り
の
係
数
は
指
数
と
同
じ
数
が
く
る
。

2番目の係数
は
、
指
数

nと同じであ
る
。

xn�1 とxの係
数
は
い
ず
れ
も

nである。

�係数の個数
は
、

n+1個であ
る
。

�次数が偶数
の
と
き
係
数
の
個
数
は
奇
数
個
、
次
数
が
奇
数
の
と
き
の
係
数
の
個
数
は
偶
数
個
で
あ
る
。

�隣りあう2

つ
の
係
数
の
和
は
、
そ
の
次
の
展
開
式
の
係
数
に
な
る
。

■
以
下
の
人
は
、
上
記
の
こ
と
を
別
な
形
で
表
現
し
て
い
ま
す
。

�降べきの順
に
展
開
し
て
も
昇
べ
き
の
順
に
展
開
し
て
も
係
数
の
並
び
方
は
同
じ
で
あ
る
。

[M℄北田、昆

�次数が奇数
の
と
き
、

(n+1)=2個ず
つ
に
分
け
る
と
、
左
右
の
数
が
対
称
に
並
ん
で
い
る
。

[E℄藤井

�次数が増え
る
に
つ
れ
て
、
項
の
数
は

1つずつ増加
し
て
い
く
。

[M℄菊池侑、
[E℄奥村

�(x+1)n の
式
の
左
か
ら

k番目の項の
係
数
と

k+1番目の項
の
係
数
を
足
す
と
、

(x+1)n+1 の
式

の

k+1番目の項
の
係
数
に
な
る
。

[E℄小野寺幸、
[S℄竹花、橋場

、

■
指
数
が

nのときの係
数
を
、
左
か
ら
順
に

0番目、1番目
、

2番目、���と
し
て

k番目の係数
を

nC k
で
表
す
こ
と
に
し
ま
す
。
た
と
え
ば
、

n=3のとき
は
、

3C 0=1; 3C
1=3; 3C 2=
3; 3C 3=1 で

す
。

こ
の
記
号
を
利
用
す
る
と
、
上
記
の
性
質
は
次
の
よ
う
な
式
で
表
現
さ
れ
ま
す
。
詳
し
く
は
、

2年の数列の
箇

所
で
学
び
ま
す
。
教
科
書
の

186頁を見て
く
だ
さ
い
。
一
般
に
は
、

(x+1)n の展
開
式
を
二
項
定
理
と
い
い

ま
す
。

両
端
の
係
数
は

1である。
nC 0= nC n=
1

係
数
は
左
右
対
称
で
あ
る
。

nC k= nC n�
k

左
か
ら

2番目の係数
は
指
数

nと一致する
。

nC 1= nC n�
1=n

左
か
ら

3番目の係数
は
、

nC 2=1 2n(n�1)
隣
り
合
う

2つの係数の
和
は
、
次
の
展
開
式
の
係
数
で
あ
る
。

nC k+ nC k+1
= n+1C k

な
ぜ
、
隣
り
合
う
係
数
の
和
が
次
の
展
開
式
の
係
数
に
な
る
か
は
、
た
と
え
ば
、

(x+1)4 =(x
+1)(x+1)3

を
実
際
に
計
算
し
て
み
れ
ば
よ
い
で
し
ょ
う
。

(x+1)4 =(x
+1)(x+1)3 =(x+1)(x3

+3x2 +3x+
1)

=x4 +3x3 +
3x2 +x
 xを掛けた

x3 +3x2 +3
x+1
 1を掛けた

=x4 +(3+1
)x3 +(3+3)
x2 +(1+3)x
+1

=x4 +4x3 +
6x2 +4x+1

た
と
え
ば
、

(x+1)4 のx
2 の項は、(x
+1)3 の展開

式
に

xを掛けてx
2 になる部分

と
、

1を掛けて

x2 になる部分
の
和
と
し
て
得
ら
れ
る
の
で
、

(x+1)3 の展
開
式
の
隣
り
合
う
部
分
の
係
数
に
な
る
の
で
す
。

■
以
下
の
人
は
、
こ
れ
以
外
の
こ
と
に
気
づ
い
て
い
ま
す
。

?印は、私の
解
説
で
す
。

�指数nを2
で
割
っ
た
次
数
の
項
の
係
数
が
最
大
の
係
数
で
あ
る
。

nが奇数のと
き
は
割
り
切
れ
な
い
の

で
、
最
大
の
係
数
が

2つある。[S℄
高
橋
英

�nが素数の
と
き
、
係
数
の
最
大
値
は

2つある。[S℄

渡
辺
仁

(素数でなくと
も
、
奇
数
で
も
成
立
し
ま
す
。

)

�nが偶数の
と
き
、
中
央
の
係
数
は
偶
数
で
あ
る
。

[S℄戸羽、[C℄

川
又

�係数が奇数
の
と
き
の
中
央
の

2つの係数の
和
は
、
次
の
展
開
式
の
係
数
の
真
中
の
数
に
な
る
。

[M℄菊池謙、

[S℄菅原佑、[
C℄坂本
�(x+1)n の

左
か
ら

1つ目と2つ
目
の
係
数
の
和
は
、

(x+1)n+1 の
左
か
ら

2つ目の係数
で
あ
る
。

[M℄渡辺純、

[E℄千葉元
�指数が奇数

の
と
き
、

1番大きい係
数
を

2倍すると、
次
の
展
開
式
の
係
数
の
最
大
の
数
に
な
る
。

[C℄阿部賢、佐
藤
充
、
津
久
井

�指数が偶数
の
と
き
、

1番大きい係
数
と

2番目に大き
い
数
を
足
す
と
、
次
の
展
開
式
の
係
数
の
最
大

の
数
に
な
る
。

[C℄阿部賢、津
久
井

�左から2番
目
の
係
数
が

nになるのは
、

x+1をn回
掛
け
る
と

xn�1 がn回繰
り
返
さ
れ
る
か
ら

で
あ
る
。

[S℄梅原 �左から2番
目
の
係
数
は
、

1;2;3;4;���に
な
る
。

[M℄佐々木勝
、
渡
辺
純
、
名
無
し
、

[E℄長谷川、三
浦
大
、

[S℄伊勢、[C℄

名
無
し

�左から2番
目
の
係
数
は
、

1つずつ増え
て
い
く
。

[M℄小田嶋、

[S℄菊池麻、[
C℄高橋快、三

浦
千

�左から3番
目
の
係
数

1;3;6;10;15;
���は、それぞ

れ

2;3;4;5;���ず
つ
増
加
し
て
い
る
。

[M℄菊池侑、
渡
辺
純
、
名
無
し
、

[E℄中村直、[
S℄菊池麻、[C
℄及川昌、高橋

快
、
和
泉

�左から3番
目
の
係
数
は
、
増
加
量
が

1つずつ増え
て
い
る
。

[M℄小田嶋、

[E℄丸山
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�左から3番
目
の
係
数

1;3;6;10;15;
���は、奇数、

奇
数
、
偶
数
、
偶
数
の
順
に
並
ん
で
い
る
。 [M℄鈴木康、
滝
川
、

�(x+1)n+1

の
左
か
ら

3番目の係数
は
、

(x+1)n の左
か
ら

3番目の係数
に
指
数

nを加えたも
の

で
あ
る
。

[M℄北田、鈴
木
康
、
滝
川
、

[E℄伊藤、高橋
直

�左から3番
目
の
係
数
は

n2 �n 2である。

n�n�1 2である。 [E℄加藤裕、藤
井
、

[C℄菅野、小岩
、
優
、
和
泉

�左から3番
目
の
係
数
は
、

1からn�1

ま
で
を
足
し
た
数
で
あ
る
。
た
と
え
ば
、

n=5のとき

3番
目
の
係
数

10は、1+2
+3+4=10

で
あ
る
。

[C℄今野、佐藤
充

�nが奇数2
k+1のとき、

左
と
右
か
ら

3番目の係数
は
、

n=2k+1に

kを掛けた数
で
あ
る
。

[C℄坂本、佐藤
紀
、
畠
山

�nが偶数の
と
き
、
左
と
右
か
ら

3番目の係数
は
、

n�n 2�n 2である。[C
℄宮永、畠山

�n=2kの
と
き
、
左
か
ら

2番目の係数
を

k�1倍して

kを加えると

3番目の係数
に
な
る
。

n=2k+1の
と
き
は
、
左
か
ら

2番目の係数
を

k倍すると3

番
目
の
係
数
に
な
る
。
た
と
え
ば
、

n=6=2�3

の
と
き
は
、

6�(3�1)+
3=12+3=
15が3番目の

係
数
で
あ
り
、

n=7=2�3

の
と
き
は
、

7�3=21が

3番目の係数
で
あ
る
。

[E℄佐々木元

�左から4番
目
の
係
数

1;3;6;10;15;
���は、それぞ

れ

2;3;4;5;���ず
つ
増
加
し
て
い
る
。

[M℄渡辺純、
名
無
し
、

[E℄中村真

�指数nが奇
数
の
と
き
、
中
心
に
あ
る
係
数
は

2で割り切れ
る
。

[E℄奥村

�左からk番
目
と
右
か
ら

k番目の係数
の
和
は
偶
数
、
商
は

1、差は0にな
る
。

[E℄柴岡

�左から2番
目
と
右
か
ら

2番目の係数
を
足
す
と
、
そ
の
係
数
の

2倍になる。

[S℄高橋秀

�右側の端の

2つの値を加
え
る
と
、
次
の
展
開
式
に
右
か
ら

2番目の係数
に
な
る
。

[C℄高橋君

�左から3番
目
と
右
か
ら

3番目の係数
を
足
し
て

nで割ると、

n�1になる
。

[S℄高橋秀

�指数が1増
え
る
ご
と
に
、
係
数
の
和
も
増
え
る
。

[E℄高橋新

�係数の和は
、

nを1つ増や
す
ご
と
に

2倍になる。
係
数
の
和
を

2倍した値は
、
次
の
式
の
係
数
の

和
で
あ
る
。

[M℄大崎、[E
℄赤坂、川村、

高
橋
新
、
高
橋
賢
、
長
谷
川
、
千
葉
元
、

[S℄菊池麻、竹
花
、

戸
羽
、
橋
本
、

[C℄青沼、伊藤
由
、
及
川
珠
、
小
笠
原
孝
、
小
岩
、
佐
藤
光
、
千
葉
由

�係数の和は
偶
数
で
あ
る
。
係
数
の
和
は

2の倍数であ
る
。

[M℄大崎、[E
℄川村、吉田紘

、
八
嶋
、

[C℄

阿
部
賢
、
佐
々
木
泰
、
佐
藤
光
、
高
橋
君
、
津
久
井
、
山
下

�n> =2のと
き
、
係
数
の
和
は

4の倍数であ
る
。

[M℄大崎

�係数を合計
す
る
と
、

2n になる。 [M℄原田、[E
℄菅原拓、[S℄

菊
池
奈
、
生
内
、
佐
藤
大
、
高
橋
秀
、
橋
場
、
宮

?(x+1)n の展
開
式
な
の
で
、

x=1のときを
考
え
て
み
れ
ば
明
か
で
す
。
た
と
え
ば
、

24 =(1+1)4
=1+4+6+
4+1となり

ま
す
。

�1を除いた
係
数
の
和
は
、

2n ずつ増加し
て
い
く
。

そ
の
和
は
、

2;6;14;30;
62;���であり

、

4;8;16;32;
���ずつ増加し

て
い
る
。

[E℄菅原拓

�斜めに係数
を
加
え
る
と
、
右
下
の
係
数
が
そ
の
和
に
な
る
。
た
と
え
ば
、

1+3+6=10
;1+4+10=
15

で
あ
り
、

10;15はいず
れ
も
右
下
に
あ
る
。

[E℄赤坂

�指数が偶数

yのとき、3番
目
の
係
数
を

2番目の係数
で
割
っ
た
値
は
、

y�1 2である。
た
と
え
ば
、

n=8のとき
、

28 8=7 2=8�1 2である。

[S℄橋本

�nが偶数の
と
き
、

3番目の係数
は

nで割り切れ
な
い
が
、

nが奇数のと
き
は
割
り
切
れ
る
。 [C℄千葉み

�nが偶数の
と
き
、

3番目の係数
を

nで割ると、

n> =6のとき
の
商
は

nが増えるご
と
に

1から

1ずつ増える
。

nが奇数のと
き
の
商
は
、

n> =3のとき
nが増えるご

と
に

1から1ずつ
増
え
る
。

[C℄千葉み

�(1以外の)

係
数
は
、

nの約数の倍
数
で
あ
る
。

[C℄門脇

�展開式の項
の
最
大
次
数
は

nである。[E
℄長谷川

�両端の1以
外
の
係
数
は
、

nを素因数分
解
し
た
と
き
の
素
因
数
の
ど
れ
か
で
割
り
切
る
こ
と
が
で
き
る
。 [S℄佐藤大

�n=4まで
は
、
係
数
を
繋
げ
て
で
き
る
数
は

11n である。
た
と
え
ば
、

112 =121;1
13 =1331で

あ
る
。

[S℄宮 ?類似のことが

n>4でも成立
し
ま
す
。
係
数
の
第

2位以上の値は
、
次
々
に
左
側
の
係
数
に
加
え
て
い
け

ば
よ
い
の
で
す
。
た
と
え
ば
、

n=6のときは
、
右
側
の

15の第2位の
値

1を、その左側
の

20に加え、
得
ら
れ
る

21の第2位の
値
の

2を、その左側
の

15に加え、得
ら
れ
る

17の第2位の
値
で
あ
る

1を
そ
の
左
側
の

6に加える。す
る
と
、

1771561という
数
値
が
得
ら
れ
、
こ
れ
は

116 です。(x+
1)6 の展

開
式
を
書
い
て
、

x=10を代入
し
て
み
れ
ば
理
由
が
分
か
り
ま
す
。

�(x+1)n の
グ
ラ
フ
を
考
え
る
と
、

n=1のとき
は
右
上
が
り
の
直
線
、

nが偶数のと
き
は
放
物
線
の

よ
う
な
形
で
、
奇
数
の
と
き
は
原
点
に
関
し
て
対
称
な
グ
ラ
フ
に
な
る
。

(実際には、y
=xn をx軸方

向
に

�1だけ平行移
動
し
て
い
る
の
で
、
点

(�1;0)に関し
て
対
称
で
す
。

)[C℄山下

�数ナビは、

(x+1)128 ま
で
計
算
で
き
る
。

[M℄高橋朋
■
係
数
の
一
般
式
に
つ
い
て
は
、

[E℄奥田君が n
C r=n! (n�r)!r!とい

う
式
を
導
い
て
き
ま
し
た
。
こ
の
記
号

の
意
味
は
、
教
科
書
の

182頁を見て
く
だ
さ
い
。
昨
年
も
、
こ
の
係
数
を
作
り
出
す
規
則
性
を
見
い
出
し
た
人
が

い
ま
す
。
簡
単
な
規
則
性
で
、
「
あ
る
項
の
係
数
と
指
数
を
掛
け
て
、
そ
の
項
が
左
か
ら
数
え
て
何
番
目
か
と
い
う

数
で
割
る
と
、
次
の
項
の
係
数
に
な
る
」
と
い
う
も
の
で
す
。
た
と
え
ば
、

(x+1)4 =x4
+4x3 +6x2 +
4x+1

の
場
合
、

1�4�1=4
;4�3�2=
6;6�2�3=
4;4�1�4=
1となります

。
こ
れ
を
、

(x+1)n

の
展
開
式
で
考
え
た
場
合
、
最
初
の
係
数
は

1であり、2番
目
の
係
数
は

1�n�1=n

、

3番目の係数
は

n�(n�1)�
2=1 2n(n�1)、4

番
目
の
係
数
は

1 2n(n�1)�
(n�2)�3=
1 2�3n(n�1)
(n�2)

な
ど
と
、
次
々
に
係
数
が
求
ま
っ
て
い
き
ま
す
。

■
以
下
は
、
誤
っ
た
指
摘
で
す
。

�同じ数字が
2度出てくる

。

(nが偶数のと
き
、
最
大
の
係
数
は

1個だけです
。

)

�n=3以外
は
、
最
大
値
は
偶
数
で
あ
る
。

(n=7のとき
は
奇
数
で
す
。

)

�nが偶数の
と
き
、
最
大
の
係
数
は

n�n�2であ
る
。

(全々違います
。

)

� 指数が偶数
の
と
き
、
両
端
の

1以外の係数
は
、
す
べ
て
偶
数
で
あ
る
。

(n=6のとき
奇
数
も
あ
り

ま
す
。

) �n が偶数の
と
き
の
最
大
の
係
数
は
、

n�1のとき
の
最
大
の
係
数
の

2倍である。
�指数nが5

の
倍
数
の
と
き
、
両
端
の

1以外の係数は

5の倍数である
。

(n=10のとき
違
い
ま
す
。

)

�5 で割り切
れ
る
数
は
、
逆
三
角
形
状
に
固
ま
っ
て
い
る
。

(n=10のと
き
違
い
ま
す
。

)

�係数の和は
n2 である。(
n2 ではなく、

2n です。)

� 各項の係数
は

nで割り切れ
る
。

(n=4のとき
は
、
そ
う
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。

)

�nが奇数の
と
き
、

1以外の係数
は

nで割り切れ
る
。

(n=9のとき
は
、
そ
う
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。

)

�nが奇数の
と
き
、
係
数
は

nの素因数で
割
り
切
れ
る
が
、

nが偶数のと
き
は
、
真
ん
中
の
数
だ
け
割

り
切
れ
な
い
。

(n=4のとき
は
割
り
切
れ
ま
す
。

)

� 指数が素数
の
と
き
、

2番目の数に素
数
の
順
番
の
数
を
掛
け
る
と
、

3番目の係数に
な
る
。

(n=3;5;7

で
は
成
立
し
て
い
る
が
、

n=11のとき
、

11は4番目の
素
数
で
あ
る
。

)
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� �

� �

(2)xn �1の
因
数
分
解

基
本
画
面

� �� �HOMEの因
数
分
解

� �� �F22(fa
tor
)を利用して

、

xn �1の因数
分
解
が
ど
の
よ
う
な
式
に

な
る
か
を
、
で
き
る
だ
け
多
く
の

nについて調
べ
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
指
数

nと因数分解
さ
れ
た
式
と

の
間
に
、
何
か
規
則
性
が
な
い
か
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。

解
説

ま
ず
、
で
き
る
だ
け
多
く
の
自
然
数

nについてx
n �1を因数

分
解
し
た
式
を
書
き
出
し
て
み
る
こ

と
が
必
要
で
す
。
そ
し
て
、
自
然
数

nと因数分解
さ
れ
た
式
と
の
関
係
を
眺
め
て
い
る
と
、
幾
つ
か
の
特
徴
的

な
こ
と
に
気
が
つ
い
て
く
る
で
し
ょ
う
。

x1 �1=x�
1
x2 �1=(x�
1)(x+1)
x3 �1=(x�
1)(x2 +x+1
)
x4 �1=(x�
1)(x+1)(x2
+1)
x5 �1=(x�
1)(x4 +x3 +
x2 +x+1)

x6 �1=(x�
1)(x+1)(x2
�x+1)(x2 +
x+1)

x7 �1=(x�
1)(x6 +x5 +
x4 +x3 +x2
+x+1)

x8 �1=(x�
1)(x+1)(x2
+1)(x4 +1)

x9 �1=(x�
1)(x2 +x+1
)(x6 +x3 +1
)

x10 �1=(x
�1)(x+1)(x
4 +x3 +x2 +
x+1)(x4 �x
3 +x2 �x+
1)

x11 �1=(x
�1)(x10 +x
9 +x8 +x7 +
x6 +x5 +x4
+x3 +x2 +
x+1)

x12 �1=(x
�1)(x+1)(x
2 +1)(x2 +x
+1)(x2 �x+
1)(x4 �x2 +
1)

■
こ
の
因
数
分
解
さ
れ
た
式
を
見
て
、
多
く
の
人
が
以
下
の
こ
と
に
気
づ
き
ま
し
た
。

�x�1が必
ず
含
ま
れ
る
。

�因数の係数
は

�1だけである
。

�nが偶数の
と
き
は

(x�1)(x+1
)が含まれる。

�nが素数の
と
き
は
、

(x�1)(xn�1
+xn�2 +���
+x+1)の形

に
な
る
。

■

P(x)=xn �
1とおくとP
(1)=1�1=
0となるので

、
因
数
定
理
に
よ
り

xn �1はx�
1で割

り
切
れ
、

xn �1=(x�
1)Q(x)の形に

な
り
ま
す
。

Q(x)はxn �
1をx�1で
割
っ
た
商
で
す
。
組
み

立
て
除
法
で
考
え
る
と
、

1
�1

111�
��11(
1

1111
���10

と
な
る
の
で
、

xn �1=(x�
1)(xn�1 +xn
�2 +���+x
+1)となりま

す
。

■
上
記
の
他
に
、
以
下
の
こ
と
に
つ
い
て
の
指
摘
が
あ
り
ま
し
た
。

?印の箇所は
、
私
の
解
説
で
す
。

�因数分解し
た
式
の
因
数
の
最
高
次
数
は

n�1である
。

[E℄川村

�因数分解し
た
式
の

xの最高次数
の
和
は

nである。

[M℄海田、原
田
、
村
上
、

[E℄佐々木優、
千
葉
元
、
八
嶋
、

[S℄菊池麻、武
田
、

[C℄阿部、及川
昌
、

門
脇
、
田
中
、
津
久
井

�各因数の先
頭
を
掛
け
る
と

xn になる。[
S℄梅原

�因数分解し
た
式
の

xを含む部分
の
係
数
の
和
は

nである。[E
℄吉田

�nが奇数の
と
き
、

x�1の次の因
数
の
次
数
は
偶
数
で
あ
る
。

[M℄海田

�nが奇数の
と
き
、

x�1以外の式
は

n�1次の多
項
式
で
あ
る
。 [M℄北田、鈴

木
健
、
滝
川
、

[E℄長谷川

�x�1で割
っ
た
式
は

n�1次式で
あ
る
。

[M℄似田貝

�nが奇数の
と
き
、

x�1以外の式
を
展
開
し
た
式
の
係
数
は

1である。[M
℄小野寺敏

�nが奇数の
と
き
、

x�1以外の部
分
を
展
開
す
る
と

xn�1 +xn�2
+���+x+1

に
な
る
。

[E℄高橋新、鈴
木
広
、
八
嶋
、

[S℄梅原、田口

�nが奇数の
と
き
は
、

x�1の後に

xn�1 +xn�2
+���+x+1

と

xがn�1回
続
く
式
が
で
き
る
。

[S℄佐藤大、橋
場

�nが奇数の
と
き
、
因
数
分
解
し
た
式
の

xの数はnと
同
じ
。

[S℄佐藤健

�nが奇数2
k+1のとき、

因
数
分
解
さ
れ
た
式
の
真
ん
中
に

xk の項がある
。
ま
た
は
、
真
ん
中
に
あ

る
項
の
次
数
の
和
は

kになる。[S
℄菊池麻

�nが素数の
と
き
は
、

2つの式に因
数
分
解
さ
れ
る
。

[C℄千葉美

�nが偶数の
と
き
、

(x+1)(x�1
)以外の因数の

最
高
次
数
は
偶
数
で
あ
る
。

[S℄菊池奈

�nが偶数の
と
き
、

(x�1)(x+1
)以外の部分を

展
開
す
る
と
、

xn�2 +xn�4
+���+x2 +
1にな

る
。

[E℄高橋新、[
S℄梅原

�nが偶数n
=2mで、m

が
奇
数
の
と
き
、

xn �1の因数
分
解
し
た
式
は
、

xm �1を因数
分
解
し

た
式
を
含
む
。

[S℄菊池奈

�nが偶数の
と
き
、

(x�1)(x+1
)以外の式を展

開
す
る
と
、

xn�2 +xn�4
+���+x2 +
1になる。

こ
の
式
に

xを含む項は
n=2�1個あ

る
。

[S℄佐藤大、橋
場

�指数nを2

倍
、

3倍した式の
因
数
分
解
さ
れ
た
式
に
は
、
次
の
よ
う
に

x2 �1=(x�
1)(x+1)や

x3 �1=(x�
1)(x2 +x+1
)が含まれる。
[M℄今野

x2n �1=(x
�1)(x+1)(x
n +1);x3n �
1=(x�1)(x
2 +x+1)(x2
n +xn +1)

�n が3の倍
数
の
と
き
は
、
必
ず

x2 +x+1が
含
ま
れ
る
。

[M℄菊池謙、
鈴
木
健
、
菅
間
、
滝
川
、
森
、

渡
辺
、

[E℄伊藤彩、加
藤
裕
、
佐
々
木
元
、
藤
井
、
村
上
、

[S℄伊勢、梅原
、
田
口
、
橋
本
、

[C℄及川昌
?x3 =Xとお

く
と
、

x3n �1=(x3
)n �1=Xn �
1=(X�1)(X
n�1 +Xn�2 +
���+X+1)

で
あ
り
、

X�1=x3 �
1=(x�1)(x
2 +x+1)と

な
る
か
ら
で
あ
る
。

�nが4の倍
数
の
と
き
は
、
必
ず

x2 +1が含ま
れ
る
。

[M℄菊池謙、
鈴
木
健
、
滝
川
、

[E℄伊藤彩、加
藤
裕
、
佐
々
木
元
、
藤
井
、
村
上
、

[S℄伊勢、梅原
、
田
口
、
橋
本
、

[C℄及川昌、坂
本

?x4 =Xとお
く
と
、

x4n �1=(x4
)n �1=Xn �
1=(X�1)(X
n�1 +Xn�2 +
���+X+1)

で
あ
り
、

X�1=x4 �
1=(x2 �1)(
x2 +1)=(x
�1)(x+1)(x
2 +1)となる

か
ら
で
あ
る
。

�nが5の倍
数
の
と
き
は
、
必
ず

x4 +x3 +x2
+x+1が含

ま
れ
る
。

[E℄伊藤彩、加
藤
裕
、
藤
井
、

村
上
、

[S℄伊勢、梅原
、
田
口
、
橋
本
、

[C℄及川昌
?x5 =Xとお

く
と
、

x5n �1=(x5
)n �1=Xn �
1=(X�1)(X
n�1 +Xn�2 +
���+X+1)

で
あ
り
、

X�1=x5 �
1=(x�1)(x
4 +x3 +x2 +
x+1)となる

か
ら
で
あ
る
。

�nが6の倍
数
の
と
き
は
、
必
ず

(x2 +x+1)(
x2 �x+1)が

含
ま
れ
る
。

[M℄滝川、[S℄

伊
勢
、
橋
本

nが6の倍数
の
と
き
は

x2 �x+1が
含
ま
れ
る
。

[E℄伊藤彩、加
藤
裕
、
藤
井
、
村
上
、

[S℄田口
?x6 =Xとお

く
と
、

x6n �1=(x6
)n �1=Xn �
1=(X�1)(X
n�1 +Xn�2 +
���+X+1)

で
あ
り
、

X�1=x6 �
1=(x3 �1)(
x3 +1)=(x
�1)(x2 +x+
1)(x+1)(x2
�x+1)と

な
る
か
ら
で
あ
る
。

�n=3のと
き
か
ら

5つの式を挟
ん
だ
次
の
式
に
は

x2 +x+1が
含
ま
れ
る
。

[E℄佐々木元
?n=3から

5つを挟んだ
式
は

n=9、そこ
か
ら
さ
ら
に

5つの式を挟
ん
だ
式
は

n=15の
と
き
な
の
で
、
一
般
に

n=6(k�1
)+3=6k�
3のときであ

る
。
そ
の
と
き
、

xn �1=

x6k�3 �1=
(x3 )2k�1 �1

と
な
る
の
で
、

x3 =Xとお
く
と
、

xn �1=X
2k�1 �1は

X�1=x3 �
1=(x�1)(x
2 +x+1)を

因
数
に
も
つ
の
で
、

x2 +x+1が
含
ま
れ
る
。

�nが7の倍
数
の
と
き
は
、
必
ず

x6 +x5 +x4
+x3 +x2 +x
+1が含まれ

る
。

[E℄村上、[S℄

梅
原
、

橋
本
、

[C℄及川昌 �nが8の倍
数
の
と
き
は
、
必
ず

x4 +1が含ま
れ
る
。

[E℄村上
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�nが8の倍数
の
と
き
は
、

(x+1)(x2 +1
)(x4 +1)が含

ま
れ
る
。

[S℄橋本

?x8 =Xとお
く
と
、
前
と
同
様
に

X�1=x8 �
1=(x4 +1)(
x4 �1)を因数

に
持
つ
か
ら

で
す
。 �nが9の倍数
の
と
き
は
、

(x2 +x+1)(x
6 +x3 +1)が

含
ま
れ
る
。

[S℄橋本

�nが奇数のと
き
、

x2n �1の因数
分
解
の
式
に
は
、

xn �1の因数
分
解
に
現
れ
た
式
で
係
数
が

�1の
の
も
の
が
含
ま
れ
る
。
た
と
え
ば
、

x3 �1=(x�
1)(x2 +x+1)

に
対
し
て
、

x6 �1=(x�
1)(x+

1)(x2 +x+1
)(x2 �x+1)

で
あ
る
。

[S℄橋本

�nが2のべき
乗
の
と
き
は

xn 2 +1 が含ま
れ
る
。
た
と
え
ば
、

x8 �1=(x�
1)(x+1)(x2 +
1)(x4 +1)

で
あ
る
。

[S℄梅原 �nは、因数分
解
し
た
式
の
個
々
の
式
の
次
数
よ
り
も
大
き
い
。

[E℄柴岡、名無
し

■
以
下
は
、
誤
っ
た
指
摘
で
す
。

�nが奇数のと
き
は

(x�1)(xn�1
+xn�2 +���+
x+1)の形で

あ
る
。

nが奇数のとき
は
括
弧
の

式
は

2つだけである
。

?(x�1)以外
の
部
分
を
展
開
す
れ
ば
こ
の
よ
う
に
な
り
ま
す
が
、
数
ナ
ビ
の
表
示
す
る
式
は
必
ず
し
も

そ
う
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。
た
と
え
ば
、

x9 �1がそう
で
す
。

nが素数のとき
の
こ
と
を
言
っ
て
い

る
の
か
、

x�1以外の部
分
を
展
開
し
た
場
合
の
こ
と
を
言
っ
て
い
る
の
か
を
明
確
に
す
る
こ
と
が

必
要
で
す
。

�nが奇数のと
き
は
、

x2 +x+1が含
ま
れ
る
。

?意味不明です
。

n=1;5のとき
は
、
そ
う
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。
ど
の
よ
う
な
場
合
の
こ
と
を
述
べ

て
い
る
の
か
を
、
明
確
に
書
く
こ
と
が
必
要
で
す
。

�nが奇数のと
き
、

x�1の次の式
は

x2 +x+1の

2乗、3乗とな
る
。

?意味不明です
。

nが素数のとき
と
、
素
数
で
は
な
い
奇
数
の
と
き
と
で
は
様
子
が
違
っ
て
い
ま
す
。

�nが偶数のと
き
、
同
じ
タ
イ
プ
で
係
数
の
符
号
の
違
う
式
が
含
ま
れ
る
。

?n=6;10で
は
そ
う
で
す
が
、

n=4;8;12で
は
そ
う
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。
こ
れ
ら
の
区
別
を
す
る

必
要
が
あ
り
ま
す
。

�因数分解し
た
式
の
最
高
次
数
を
掛
け
る
と

nになる。

?最高次数の項
を
掛
け
る
と

xn になります
が
、
次
数
は

xk ではkのこ
と
な
の
で
、
「
掛
け
る
」

で
は
な
く
「
足
す
と
」
と
す
べ
き
で
す
。

�グラフで表
す
と
、

y軸と平行な直
線
に
な
る
。

(変化が急激な
だ
け
で
、
直
線
に
な
っ
て
い
る
わ
け
で

は
あ
り
ま
せ
ん
。

)

《
基
礎
数
学

I》「自由研
究
」

(夏季休業
版

)の解説

' &

$ %

(1)繁分数の値 次の繁分数の
値
を
求
め
て
み
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
同
様
の
こ
と
を
も
う
ち
ょ
っ
と
続
け
て
く
だ
さ
い
。

そ
し
て
、
一
般
に
、
ど
の
よ
う
な
値
に
な
る
か
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。
た
と
え
ば
、

4番目の値の
場
合
は
、

「

1=(1+1=(1+
1=(1+1)))」と

な
り
ま
す
。
数
ナ
ビ
で
確
認
す
る
と
き
は
、
括
弧
の
対
応
関
係
に
注
意
し
て

く
だ
さ
い
。

1 1;1 1+1;
1 1+1 1+1;1 1+1 1+1 1+1;
1 1+1 1+1 1+1 1+1

解
説

ま
ず
、
指
定
さ
れ
た
値
を
で
き
る
だ
け
多
く
計
算
し
て
み
る
こ
と
が
必
要
で
す
。
簡
単
な
分
数
に
す
る
と
、

次
の
よ
う
な
値
が
出
て
き
ま
す
。
単
純
に

1だけからなる
式
な
の
で
す
が
、
こ
の
値
を
眺
め
て
ど
の
よ
う
な
こ

と
に
気
づ
く
で
し
ょ
う
か
。 1 1;1 2;2 3;3 5;5 8;8 13;13 21;21 34;34 55;55 89;89 144;144 233;233 377;���

■
以
下
の
こ
と
に
は
、
多
く
の
人
が
気
づ
き
ま
し
た
。

�分母が、次
の
分
数
の
分
子
に
な
っ
て
い
る
。

�分母は、直
前
の
分
数
の
分
子
と
分
母
の
和
で
あ
る
。

�隣りあう2
つ
の
分
数
の
分
子
の
和
と
、
分
母
の
和
は
、
そ
の
次
の
分
数
の
分
子
と
分
母
に
な
っ
て
い
る
。

(たとえば、2 3と3 5では、2+3
=5;3+5=
8が、次の分数
5 8である。)

�大小関係を
調
べ
る
と
、
「
減
る
・
増
え
る
」
を
繰
り
返
し
て
い
る
。

1 1>1 2<2 3>3 5<5 8���

� 小数第6位
ま
で
の
値
は
、

0.618034であ
る
。

■
こ
れ
以
外
に
も
、
多
く
の
特
徴
的
な
性
質
が
含
ま
れ
て
い
ま
す
。

�前の値をx
と
す
る
と
、
次
の
分
数
は

1 1+xである。 [M℄北田、須川
、
滝
川
、
村
上
恭
、

[C℄小野寺緑
�B Aの次の分数

は
、

A A+Bである
。

[E℄長谷川、[S
℄梅原、生内、

菊
池
奈
、
高
橋
俊
、

[C℄阿部
賢
、
門
脇
、
川
又
、
菊
池
哲
、
佐
々
木
舞
、
畠
山

�B Aの前の分数
は
、

A�B Bである。

[C℄畠山、千葉
匠
、
千
葉
み

�n番目の分数
の
分
子
と
分
母
の
和
は

n+1番目の分
母
で
、

n+1番目の分
子
は

n番目の分数の
分
母
で
あ
る
。

[C℄及川珠、今
野
弘

�n番目の分数
を

a nと表すと、

a n=1 1+a n�1とい
う
関
係
に
あ
る
。
分
母
が
次
の
分
数
の
分
子
に
な

り
、
分
数
と
分
子
の
和
が
次
の
分
数
の
分
母
に
な
る
は
、

a n�1=� �とおくと、

a n=1 1+� �=� �+�=
(a n�1の分母) (a n�1の分子)

+(a n�1の分母

)

と
な
る
か
ら
で
あ
る
。

[M℄村上恭、
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�分母と分子
の
差
は
、
前
の
分
数
の
分
子
に
な
る
。

[S℄武田、中澤
、

[C℄伊藤由、及
川
昌
、
宮
永
、

�i番目の分数
を

f iとすると、

f i=1=(1+f
i�1);f 1=1

で
あ
る
。

[E℄奥田

�次の分数は
、
分
子
が
直
前
の
分
数
の
分
母
で
、
分
母
は
直
前
の
分
数
の
分
子
と
分
母
の
和
な
の
で
、
い
ち

い
ち
繁
分
数
の
値
を
計
算
し
な
く
て
も
、
簡
単
に
求
め
ら
れ
る
。

[M℄大崎、今
野
、

[E℄小岩

�1つ手前と

2つ手前の分
数
の
分
子
ど
う
し
、
分
母
ど
う
し
を
加
え
る
こ
と
を
繰
り
返
し
て
い
け
ば
よ
い
。 [M℄小林

�1 1;1 2が分かるだ
け
で
、
す
べ
て
の
値
が
求
め
ら
れ
る
。

[E℄鈴木大

�最初の1 1が分かるだ
け
で
、
す
べ
て
の
分
数
が
分
か
る
。

[S℄高橋俊、竹
花
、

[C℄畠山

�最初の1 2が分かるだ
け
で
、
後
の
分
数
が
分
か
る
。

[C℄佐々木舞

�n> =3 のと
き
、

n�2番目が

b a、n�1番目
が

d 
とすると、

n番目はb+
d a+
である

。

[M℄小野寺翔
、
菊
池
謙
、

[E℄鈴木功、[
C℄高橋快、西

沢

�最初の分数
を

b aとすると、
そ
の
続
き
の
分
数
は
次
の
よ
う
に
な
る
。

[M℄滝川、[E
℄川村、菊池信

、
菅
原
拓
、
鈴
木
広
、
宮
本
、

[C℄阿部賢、和
泉

b a;a a+b;a+
b 2a+b;2a
+b 3a+2b;���

�現れてくる
数
字
の
並
び
方

1;1;2;3;5;8;
13;21;���は、
フ
ィ
ボ
ナ
ッ
チ
数
列
で
あ
る
。 [M℄小林、[E

℄奥田

?1,1から始
ま
り
、
直
前
の

2つの数の和
と
し
て
次
々
に
得
ら
れ
る
数
の
列
を
「
フ
ィ
ボ
ナ
ッ
チ
数

列
」
と
い
い
ま
す
。
こ
の
よ
う
な
数
の
列
は
、
自
然
界
の
い
た
る
と
こ
ろ
に
現
れ
ま
す
。

�5 8以降の値を
小
数
第

3位で四捨五
入
す
る
と

0.62である。

[E℄高橋信

�先に行くに
つ
れ
、
増
加
・
減
少
の
幅
が
ど
ん
ど
ん
狭
ま
っ
て
い
く
。

[M℄安部、菅
間
、
菊
池
裕
、

[E℄菅原拓、菊
池
信
、
菊
池
冠
、

[C℄加藤美

�上記のこと
を
、
値
が
増
加
・
減
少
を
繰
り
返
す
グ
ラ
フ
を
書
い
て
確
認
し
た
。 [M℄菊池謙、

[E℄菊池信、[
C℄高橋快

�1番目、2番
目
を
、
そ
れ
ぞ
れ

a 1;a 2;���の
よ
う
に
表
す
と
、

a 1>a 2<a 3
>a 4<a 5>
a 6<���

と
な
っ
て
い
る
が
、
偶
数
番
目
だ
け
で
考
え
る
と
、

a 2<a 4<a 6
<���であり

、
奇
数
番
目
だ
け
で
考

え
る
と
、

a 1>a 3>a 5
>���である

。

a 7の値が分か
ら
な
く
と
も
、

a 6<a 7<a 5

と
い
う
関
係
に

な
る
。

[S℄梅原 �偶数番目は
番
号
が
若
い
ほ
ど
小
さ
く

(つまり、増加

)、奇数番目は
番
号
が
若
い
ほ
ど
大
き
い

(つま
り
減
少

)している。

[S℄戸羽

�先に行くに
つ
れ
、
あ
る
値

(0.618���)に
近
づ
い
て
い
く
。
た
ぶ
ん
、
無
理
数
だ
と
思
う
。

[M℄菊池謙

�ジグザグを
繰
り
返
し
な
が
ら
、
一
定
の
値
に
な
ろ
う
と
し
て
い
る
。

[E℄奥田、吉田
紘
、

[C℄西城

�増減を繰り
返
し
な
が
ら
、

0.61～0.62の
間
で
安
定
す
る
。

[C℄菅野晃、田
中
穂

�詳しい値は
、

0.6180339887
4989である。

[S℄及川勇

�繁分数の分
母
は
、
か
な
ら
ず

1+1になって
い
る
。

[M℄岩渕、[C
℄和泉

�n番目の繁
分
数
式
の
中
に
は
、
「

1+1」がn�
1個ある。[C
℄和泉

�隣りあう分
数
の
差
は
、
正
負
を
交
互
に
繰
り
返
し
、
分
子
は
必
ず

1になる。[C
℄三浦千

�隣りあう分
数
の
分
母
の
比
は
、
そ
の
分
数
の
逆
数
と
一
致
す
る
。
た
と
え
ば
、

2 3と3 5では、5 3=1 3=5
で
あ
る
。

[C℄三浦千 �分数にした
と
き
、
分
母
の
数
は
ど
ん
ど
ん
大
き
く
な
る
。

[C℄門脇

�繁分数の式
で
、
分
母
に
あ
る
最
初
の

1の数は、それ
以
外
の

1の数より1
だ
け
小
さ
い
。

[C℄高橋春

�繁分数で表
す
と
き
、

1の個数は2

個
ず
つ
増
え
て
い
く
。

[C℄宮永

�分数に直し
た
と
き
、
分
子
は
奇
数
・
奇
数
・
偶
数
の
順
、
分
母
は
奇
数
・
偶
数
・
奇
数
の
順
に
繰
り
返
さ

れ
て
い
る
。

[C℄千葉み

�小数第1位
を
四
捨
五
入
す
る
と

1になる。[S℄

高
橋
英

�次の分数に
つ
い
て
、
同
様
の
こ
と
を
考
え
る
と
、
直
前
の
分
数
の
分
子
が
次
の
分
数
の
分
母
に
な
っ
て
い

て
、
分
子
と
分
母
の
和
は
次
の
分
数
の
分
子
に
な
っ
て
い
る
。
小
数
に
直
す
と
、

1.61803になる
。

[S℄佐
藤
大

1 1;1+1 1;1+1+1 1 1;1+1+1+1 1 1 1;���

1 1;2 1;3 2;5 3;8 5;���

� 分母を1で
は
な
く
、

2にして同じ
こ
と
を
や
っ
て
み
る
と
、
前
の
分
数
の
分
母
が
次
の
分
数
の
分
子
に

な
る
。

[M℄原田 �数ナビで確
か
め
る
と
き
、
「

=(1+1)」が
1つずつ増え

て
い
く
。

[C℄岩渕
■
こ
の
分
数
は
、
ど
の
よ
う
な
値
に
近
づ
く
か
？

こ
の
分
数
の
値
は
、
増
加
・
減
少
を
繰
り
返
し
な
が
ら
も
一
定
の
値
に
近
づ
い
て
い
く
こ
と
が
予
想
さ
れ
ま
す
が
、

一
体
、
ど
の
よ
う
な
値
に
近
づ
い
て
い
く
で
し
ょ
う
か
。
ず
っ
～
と
先
の
分
数
の
値
を

xとすると、
そ
の
次
の

分
数
の
値
は

1 1+xです。「
ず
っ
～
と
先
」
で
は
、
こ
れ
ら
の
値
は
相
当
に
近
い
は
ず
な
の
で
、

x;1 1+x

で
す
。
こ
れ
よ
り
、

x2 +x�1;
0です。解の

公
式
を
利
用
す
る
と
、

x=�1�p 5 2が得られ
、

x>0

な
の
で

x=�1+p 5 2=0:618
033988��� と

な
り
ま
す
。
こ
の
値
の
逆
数
は

1 x=2 �1+p 5=
2(p 5+1) (p 5�1)(p 5

+1)=2(p 5
+1) 5�1=1
+p 5 2=1:618
033988���(=
�とおく)

と
な
り
、
古
く
よ
り
黄
金
比
と
し
て
知
ら
れ
て
い
る
値
で
す
。
た
と
え
ば
、
長
方
形
の
縦
と
横
の
比
は
、

�:1と
な
る
よ
う
に
し
た
と
き
が
最
も
美
し
い
と
言
わ
れ
て
い
ま
す
。
昔
の
障
子
も
、
こ
の
よ
う
な
比
で
作
ら
れ
て
い
ま

す
。
ピ
ラ
ミ
ッ
ド
や
モ
ナ
・
リ
ザ
の
肖
像
な
ど
に
も
、
こ
の
比
が
駆
使
さ
れ
て
い
る
と
言
わ
れ
て
い
ま
す
。

■
以
下
は
、
誤
っ
た
指
摘
で
す
。

�だんだん0
に
近
づ
い
て
い
く
。

0.6に近づく。

0.61～0.62に
お
さ
ま
る
。

0.617に近づ
い
て
い
る
。

0.618034にな
る
と
値
は
変
わ
ら
な
い
。

1に近づいて
い
く
。
等
々

�最終的には
0.618034に近

づ
い
て
い
く
。

15番目以降の
数
値
は
変
わ
ら
な
い
。

?この値は数
ナ
ビ
で
四
捨
五
入
さ
れ
た
値
で
あ
り
、
「

0.618034」と
い
う
値
に
な
る
わ
け
で
は
あ
り
ま

せ
ん
。 �小数の値は
、
ひ
た
す
ら
減
少
し
て
い
く
。

?数値の大小
を
よ
く
見
て
く
だ
さ
い
。

�分母から分
子
を
引
く
と
、

1;2;3;4;���と
な
っ
て
い
る
。

?もう一度や
っ
て
み
て
く
だ
さ
い
。

0;1;1;3;5;8;
13;���となり

ま
す
。

�分母は、奇
数
と
偶
数
を
繰
り
返
し
て
い
る
。

?奇数が連続
す
る
と
き
も
あ
り
ま
す
。
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(2)絶対値関
数
の
グ
ラ
フ

y=jxjのグ
ラ
フ
は
、
数
ナ
ビ
で
は

� �� ��� �� �F1で、
た
と
え
ば

y1=abs(x)

と
し
て
入
力
し
ま
す
。

abs

は

� �� �alphaを利用
し
ま
す
。

y=jxjは、x
> =0 のときは

y=xであり
、

x<0のとき
は

y=�xで
す
。

y1には適当な
関
数
を
定
義
し
、

y2=abs(y1(
x))として� �
� ��� �� �F3でグラ

フ
を
描
画
さ
せ
て
く
だ
さ

い
。
そ
の
と
き
、

� �� ��� �� �jでLea
dingCursor

を

ONにした方
が
グ
ラ
フ
が
分
か
り
や
す
い
で
す
。

y1に
い
ろ
い
ろ
な
関
数
を
定
義
し
て
み
て
、
一
般
に

y=f(x)と

y=jf(x)jの
グ
ラ
フ
の
間
に
は
ど
の
よ
う
な
関

係
が
あ
る
か
を
考
え
て
く
だ
さ
い
。

解
説

こ
の
課
題
を
選
択
し
た
人
は

[M℄小野寺敏
、
佐
藤
健
、

[E℄八嶋だけ
で
し
た
。
絶
対
値

jxjの定義
は
、

x> =0 のとき
は

jxj=xで、

x<0のとき
は

jxj=�xとい
う
こ
と
で
す
か
ら
、

y=jf(x)jは
、

f(x)> =0 のと
き
は

y=jf(x)j=
f(x)であり、

f(x)<0のと
き
は

y=jf(x)j=
�f(x)という

こ
と

で
す
。

f(x)> =0 なら
グ
ラ
フ
は

x軸より上側
に
あ
り
、

f(x)<0なら
グ
ラ
フ
は

x軸の下側に
あ
る
こ

と
に
注
意
す
る
と
、
要
す
る
に
、

y=f(x)のグ
ラ
フ
で
、

x軸より上側
に
あ
る
部
分
は
そ
の
ま
ま
に
し
て
、

x軸より下側
に
あ
る
部
分
は
符
号
を
反
対
に
し
て

x軸より上側
に
な
る
よ
う
に
し
た
も
の
が

y=jf(x)jの
グ
ラ
フ
で
す
。
こ
の
こ
と
を
、
い
ろ
い
ろ
な
関
数
の
グ
ラ
フ
を
見
る
な
か
で
実
感
さ
せ
よ
う
と
す
る
の
が
、
こ
の

課
題
の
ね
ら
い
で
し
た
。

■
残
念
な
が
ら
、
上
記
の
「
ね
ら
い
」
を
明
確
に
認
識
で
き
た
と
思
わ
れ
る
人
は
い
ま
せ
ん
で
し
た
。

こ
の
課
題
を
選
択
し
な
か
っ
た
人
は
、
た
と
え
ば
、
次
の
グ
ラ
フ
を
み
て
く
だ
さ
い
。

y=f(x)のグ
ラ
フ
に

対
し
て
、
そ
の
絶
対
値
を
と
っ
た
関
数

y=jf(x)jの
グ
ラ
フ
が
ど
の
よ
う
な
関
係
に
な
っ
て
い
る
か
、
一
目
瞭

然
で
は
な
い
で
し
ょ
う
か
。
そ
し
て
、
そ
の
理
由
は
、
負
に
な
る
と
き
は
符
号
を
変
え
て
正
に
な
る
よ
う
に
す
る

と
い
う
絶
対
値
の
定
義
か
ら
明
ら
か
で
は
な
い
で
し
ょ
う
か
。

y=x�2
y=x2 +x�
2
y=p x+4�
2

y=jx�2j
y=jx2 +x�
2j
y=jp x+4
�2j

絶
対
値
に
関
す
る
重
要
な
注
意

数
ナ
ビ
で
無
理
関
数
と
絶
対
値
を
両
方
含
む
関
数
を
表
示
さ
せ
る
と
き
は
、

� �� �jを利用して
、
そ
の
関
数
の
定
義

域
も
明
示
す
る
よ
う
に
し
て
く
だ
さ
い
。
た
と
え
ば
、
数
ナ
ビ
で

y1(x)=jp x
+4�2jのグラ

フ
を
表
示
さ
せ
る

と
、

x<�4の部分
の
グ
ラ
フ
も
表
示
し
て
き
ま
す
。
そ
の
グ
ラ
フ
を
み
て
納
得
し
て
は
い
け
ま
せ
ん
！

x+4<0
の
部
分
は
表
示
さ
れ
る
べ
き
で
は
あ
り
ま
せ
ん
。
数
ナ
ビ
は
複
素
数
の
計
算
も
で
き
る
た
め
に
、

x<�4のとき
、

た
と
え
ば

x=�5のと
き
は

y=jp �5+
4�2j=jp �
1�2j=ji�
2j=j�2+i
j=p 4+1=

p 5
を
計
算
し
て
し
ま
う
の
で
す
。
こ
れ
は
、
数
ナ
ビ
設
計
上
の
仕
様
で
す
。
し
た
が
っ
て
、
こ
の
よ
う
な
と
き
は
、

「

y1(x)=abs
(p x+4�2)
� �� �jx>�4」

と
し
て
、
定
義
域
を
明
示
す
る
よ
う
に
し
て
く
だ
さ
い
。

■
例
示
し
た
グ
ラ
フ
の
方
程
式 xy O

xy O

xy O

xy O

(1)
(2)
(3)
(4)

xy O

xy O

xy O

xy O

(5)
(6)
(7)
(8)

■
こ
の
課
題
を
選
択
し
た
の
は

3名だけした
が
、

(6)以外のグ
ラ
フ
は
方
程
式
が
指
摘
さ
れ
ま
し
た
。

(1)たとえば
、

y=�jxj+1

と
す
れ
ば
表
示
さ
れ
ま
す
。
数
ナ
ビ
で
は
、

y1=�abs(x
)+1です。

[E℄八嶋はy
=�jxj+2を

示
し
、

[M℄佐藤はy
=�jf(x)j+
p(p>0)のタ

イ
プ
で
あ
る
こ
と
を

指
摘
し
て
い
ま
す
。
要
す
る
に
、
符
号
を
変
え
て

x軸に関して
対
称
移
動
し
て
か
ら

y軸方向に平
行
移

動
す
れ
ば
よ
い
わ
け
で
す
。

[M℄小野寺は
、
絶
対
値
を
利
用
せ
ず
に
、
次
式
で
あ
る
こ
と
を
見
抜
い
て
い

ま
す
。

y=( x+1(x
<0)
�x+1(x
> =0)

(2) 八嶋は、
y=�jx�1
j+jx+1jで

あ
る
こ
と
を
見
抜
き
ま
し
た
。

x�1;x+1

の
符
号
は

x=�1

で
変
わ
る
の
で
、

x<�1;�1
< =x<1;1< =
xの3つに分

け
て
考
え
る
と
、

y=�jx�1j
+jx+1j=8 > < > :�(�(x�1))

�(x+1)=
�2(x<�
1)

�(�(x�1))
+(x+1)=
2x(�1< =
x<1)

�(x�1)+(
x+1)=2
(1<x)

(3)八嶋は、y
=jx+1j+jx
�1j�2である

こ
と
を
見
抜
き
ま
し
た
。
佐
藤
は
、

y=jx+pj 2+jx�p
j 2�p

の
形
で
示
し
て
い
ま
す
。
た
と
え
ば
、

p=1として
や
っ
て
み
て
く
だ
さ
い
。

(4)佐藤は、
y=� � jxj�p� �
�qとしまし

た
。
た
と
え
ば
、

p=2;q=1

で
や
っ
て
み
て
く
だ
さ
い
。
絶

対
値
を
取
る
こ
と
で
角
が
で
き
る
の
で
、
そ
れ
を

y軸方向に平
行
移
動
し
て
負
の
部
分
を
作
っ
て
、
も
う

一
度
絶
対
値
を
と
れ
ば
よ
い
わ
け
で
す
。
同
じ
形
を
、
八
嶋
は

y=jx+4j+
jx�4j�jxj
�5として

実
現
し
て
い
ま
す
。

(5)八嶋は、
y=jxj �xとしてい

ま
す
。
佐
藤
は

y=x jxjとしまし
た
。
た
と
え
ば
、
後
者
で
あ
れ
ば

y=x jxj=8 < :x �x=�1(
x<0)

x x=1(
x>0)

x=0のとき
、
こ
の
関
数
は
分
母

=0となるの
で
定
義
さ
れ
ま
せ
ん
。
数
ナ
ビ
の
ト
レ
ー
ス
機
能
で
、

x=0として
み
て
く
だ
さ
い
。
値
は
あ
り
ま
せ
ん
。

(6)この関数
の
グ
ラ
フ
は
、
た
と
え
ば

y=jx+1j x+1�jx�
1j x�1�1と

す
れ
ば
得
ら
れ
ま
す
。

(7)八嶋は、

y=jx2 �3j
�2としまし

た
。

(8)八嶋は、

y=jx2 �2j
�jx2 j+1と

し
ま
し
た
。

■
こ
の

3名のやった
こ
と
を
見
な
が
ら
、
各
自

(1)～(8)のグ
ラ
フ
を
試
し
て
み
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
絶

対
値
が
ど
の
よ
う
な
も
の
か
を
実
感
と
し
て
把
握
し
て
く
だ
さ
い
。

(以上)
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数
学
に
関
す
る
意
識
調
査

最
初
に
、
マ
ー
ク
カ
ー
ド
に
氏
名
を
書
い
て
く
だ
さ
い
。
各
項
目
へ
の
回
答
は
、
マ
ー
ク
カ
ー
ド
の
右
端
に
あ
る

「
良
い
例
」
に
な
ら
い
、
回
答
欄
の
数
値

[1℄[2℄[3℄���を
マ
ー
ク
し

(縦の太線で塗
り
つ
ぶ
し

)ます。まず、
次
の

項
目
に
記
入
し
ま
す
。

�マークカー
ド
の
左
端
の
「
年
」
の
欄
で
、

[1℄の欄を、右
端
の
「
良
い
例
」
に
な
ら
い
マ
ー
ク
す
る
。

�「クラス」
欄
で
は
、

Mは[1℄、Eは

[2℄、Sは[3℄、
そ
し
て

Cは[4℄の欄を
マ
ー
ク
す
る
。

�「番号」欄
は
自
分
の
出
席
番
号
を
マ
ー
ク
す
る
。

4番の人は、
左
側
は

[0℄、右側は[4
℄の欄をマーク

す

る
。

32番の人は、
左
側
は

[3℄、右側では

[2℄の欄をマー
ク
す
る
。

以
下
の
項
目
で
は
、
マ
ー
ク
カ
ー
ド
の
上
側
に
あ
る

1～50の番号
の
う
ち
、
該
当
す
る
質
問
項
目
の
回
答
欄

[1℄[2℄[3℄���を
マ
ー
ク
し
て
し
て
く
だ
さ
い
。
鉛
筆
は
、
濃
さ
が

HB以上を使
用
し
て
く
だ
さ
い
。

1次の項目
に
つ
き
、
あ
な
た
は
ど
の
よ
う
に
思
い
ま
す
か
。
マ
ー
ク
カ
ー
ド
で
、

(1)�(15)の各
項
目
に
つ
き
、

自
分
に
該
当
す
る
と
思
う
番
号

([1℄�[5℄)をマ
ー
ク
し
て
下
さ
い
。
な
お
、
こ
こ
で
の
「
数
学
」
は
、
基
礎
数

学

Iや基礎数学

IIを含めた「
数
学
全
般
」
と
し
て
回
答
し
て
く
だ
さ
い
。

分からない

そう思わない

そう思わない

どちらかといえば

そう思う

どちらかといえば

そう思う

(1)私にとっ
て
数
学
は
好
き
な
科
目
だ

543
21

(2)数学を勉
強
を
す
る
目
的
は
分
か
っ
て
い
る

543
21

(3)数学は、
計
算
問
題
よ
り
応
用
問
題
の
方
が
お
も
し
ろ
い

543
21

(4) 数学の勉
強
に
つ
い
て
い
く
の
は
大
変
だ

543
21

(5)数学は、
他
の
科
目
よ
り
時
間
を
か
け
て
勉
強
し
て
い
る

543
21

(6)数学の勉
強
は
楽
し
い

543
21

(7)数学は、
得
意
な
教
科
で
は
な
い

543
21

(8) 勉強すれ
ば
、
数
学
で
良
い
成
績
を
取
れ
る

543
21

(9)数学は大
切
な
科
目
だ

543
21

(10) 自分は、
コ
ン
ピ
ュ
ー
タ
ー
の
操
作
は
苦
手
だ

543
21

(11)数学の勉
強
は
、
将
来
役
に
立
つ

543
21

(12) 数学は、
い
ろ
ん
な
計
算
の
仕
方
が
分
か
れ
ば
そ
れ
で
よ
い

543
21

(13) 数学の問
題
を
、
じ
っ
く
り
時
間
を
か
け
て
考
え
る
の
は
楽
し
い

543
21

(14)いろいろ
な
公
式
は
、
そ
の
証
明
も
理
解
し
た
方
が
よ
い

543
21

(15)難しい問
題
を
友
人
が
解
い
た
と
き
は
、
自
分
も
頑
張
ろ
う
と
思
う

543
21

2以下は、数
学
の
問
題
を
解
く
と
き
の
、
い
ろ
い
ろ
な
考
え
方
を
示
し
て
い
ま
す
。
あ
な
た
の
考
え
は
、
ど
の
よ
う
な
も
の

で
す
か
。
次
の

(16)～(20)の各
項
目
に
つ
い
て
、
マ
ー
ク
カ
ー
ド
の
該
当
す
る
番
号

[1℄～[4℄をマー
ク
し
て
く
だ
さ
い
。 そうしていない

そうしていない

どちらかといえば

そうしている

どちらかといえば

そうしている

(16)数学の問
題
を
解
く
と
き
、
前
に
問
い
た
問
題
と
似
て
い
る
と
こ
ろ
や

違
っ
た
と
こ
ろ
が
ど
こ
か
な
ど
を
考
え
よ
う
と
し
て
い
ま
す
か
。

432
1

(17)数学で新
し
い
内
容
を
勉
強
し
た
と
き
、
前
に
勉
強
し
た
こ
と
と
、

ど
の
よ
う
な
関
係
が
あ
る
か
考
え
よ
う
と
し
て
い
ま
す
か
。

432
1

(18)数学の問
題
が
解
け
な
か
っ
た
と
き
、
自
分
が
な
ぜ
解
け
な
か
っ
た
か
を

ふ
り
返
っ
て
考
え
よ
う
と
し
て
い
ま
す
か
。

432
1

(19)数学の問
題
が
解
け
た
と
き
、
別
な
解
き
方
を
考
え
よ
う
と
し
て
い
ま
す
か
。

432
1

(20) 数学の問
題
の
解
き
方
が
分
か
ら
な
い
と
き
、
あ
き
ら
め
ず
に
い
ろ
い
ろ

考
え
よ
う
と
し
て
い
ま
す
か
。

432
1

3あなたは、
貸
与
さ
れ
た
数
ナ
ビ

(TI{89)で次
の
操
作
を
行
う
こ
と
が
で
き
ま
す
か
、
そ
れ
と
も
で
き
ま
せ
ん

か
。
次
の

(21)～(32)の
各
項
目
に
つ
い
て
、
マ
ー
ク
カ
ー
ド
の
対
応
す
る
番
号
欄
で
、
「
は
い
」
の
人
は

[2℄

を
、
「
い
い
え
」
の
人
は

[1℄をマークし
て
く
だ
さ
い
。

いいえ

はい

(21)私は、y
=�x2 +2xの

よ
う
な
関
数
を
定
義
し
て
、
そ
の
グ
ラ
フ
を

表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(22)私は、表
示
さ
れ
た
グ
ラ
フ
の
特
定
部
分
を
拡
大
す
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(23)私は、一
度
定
義
し
た
関
数
を
自
由
に
変
更
す
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(24)私は、グ
ラ
フ
画
面
の

x;yの範囲を
自
由
に
指
定
す
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(25)私は、グ
ラ
フ
の

x;y座標を表
に
し
て
表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(26)私は、グ
ラ
フ
の

x;y座標を表
に
し
た
と
き
、
表
示
さ
れ
て
い
る

xの間隔を自
由
に
変
更
す
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(27)私は、
� �� �(�)と� �� ��の使い分け

が
で
き
る
。

21

(28)私は、p
5の値を小数

で
表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(29)私は、式

(x+1)4 の展
開
式
を
表
示
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(30)私は、式

x5 �1を因数
分
解
さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(31)私は、方
程
式

x2 �2x�2=
0の解を表示

さ
せ
る
こ
と
が
で
き
る
。

21

(32)私は、授
業
で
説
明
さ
れ
て
い
な
い
数
ナ
ビ
の
使
い
方
を
知
っ
て
い
る
。

21

147



ク
ラ
ス

番
号

氏
名

4数ナビ(TI
{89)を使用し

て
み
て
、
次
の

(33)～(42)の各
項
目
に
つ
い
て
、
あ
な
た
は
ど
う
思
い
ま
す
か
。

自
分
に
あ
て
は
ま
る
と
思
う
番
号
を
マ
ー
ク
し
て
く
だ
さ
い
。

いいえ

でもない

どちら

はい

(33)数ナビを
、
家
や
寮
で
勉
強
す
る
と
き
も
使
っ
た
。

32
1

(34)数ナビを
使
っ
て
、
新
し
く
発
見
し
た
こ
と
が
あ
る
。

32
1

(35) 数ナビを
、
私
は
授
業
で
使
う
と
き
し
か
使
用
し
な
い
。

32
1

(36) 数ナビを
利
用
し
て
、
数
学
に
つ
き
考
え
る
よ
う
に
な
っ
た
。

32
1

(37)数ナビを
利
用
す
る
と
、
数
学
の
理
解
が
さ
ら
に
深
め
ら
れ
る
。

32
1

(38) 数ナビを
使
っ
て
、
数
学
が
前
よ
り
分
か
る
よ
う
に
な
っ
た
。

32
1

(39)数ナビと
出
会
っ
て
、
数
学
に
対
す
る
見
方
が
変
わ
っ
た
。

32
1

(40) 数ナビが
あ
る
と
、
自
分
で
考
え
な
く
な
る
。

32
1

(41)数ナビを
通
し
て
、
友
達
と
数
学
の
話
を
す
る
機
会
が
増
え
た
。

32
1

(42) 数ナビは
、
で
き
る
だ
け
使
わ
な
い
よ
う
に
し
て
き
た
。

32
1

5これまで、

(x+1)n の展開
、

xn �1の因数
分
解
、

1=(1+1=(1+
1)))のような繁

分
数
の
値
、
絶
対

値
関
数
の
グ
ラ
フ
な
ど
通
常
の
演
習
問
題
と
は
異
な
る
課
題
を
「
自
由
研
究
」
と
し
て
考
え
て
も
ら
い
ま
し
た
。

こ
の
よ
う
な
課
題
を
考
え
て
み
て
、
あ
な
た
は
ど
の
よ
う
に
感
じ
ま
し
た
か
。
次
の
各
項
目
に
つ
い
て
、
自
分

に
あ
て
は
ま
る
と
思
う
番
号
を
マ
ー
ク
し
て
く
だ
さ
い
。

いいえ

でもない

どちら

はい

(43)考えると
、
い
ろ
い
ろ
な
発
見
が
あ
り
、
と
て
も
お
も
し
ろ
か
っ
た
。

32
1

(44) 普通の問
題
を
解
い
た
と
き
と
は
異
な
る
喜
び
を
感
じ
た
。

32
1

(45)時間をか
け
て
考
え
て
も
何
も
分
か
ら
ず
、
大
変
だ
っ
た
。

32
1

(46) 多くの規
則
性
が
あ
る
こ
と
が
分
か
り
、
数
学
の
奥
深
さ
を
感
じ
た
。

32
1

(47)「数学」
と
い
う
も
の
に
対
す
る
見
方
が
変
わ
っ
た
。

32
1

(48) 考えるこ
と
は
苦
手
な
の
で
、
適
当
に
回
答
し
て
し
ま
っ
た
。

32
1

(49) 後で配布
さ
れ
た
「
自
由
研
究
」
の
解
説
は
、
と
て
も
参
考
に
な
っ
た
。

32
1

(50)1つのこ
と
を
時
間
を
か
け
て
考
え
る
こ
と
の
大
切
さ
を
感
じ
た
。

32
1

6「グラフ・
ア
ー
ト
」
を
や
っ
て
み
て
、
ど
の
よ
う
な
感
想
を
持
ち
ま
し
た
か
。
ま
た
、
友
達
の
作
品
を
見
て
、

ど
の
よ
う
に
感
じ
ま
し
た
か
。

7「自由研究
」
を
や
っ
て
み
て
、
あ
な
た
は
ど
の
よ
う
な
感
想
を
持
ち
ま
し
た
か
。
正
直
な
感
想
を
聞
か
せ
て
く

だ
さ
い
。 8「数ナビ」

に
つ
い
て
、
あ
な
た
は
ど
の
よ
う
に
思
い
ま
す
か
。
自
由
な
感
想
を
聞
か
せ
て
く
だ
さ
い
。
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《
基
礎
数
学

I》冬季休業
課
題

ク
ラ
ス

番
号

氏
名

12点A(2;�
3)、B(5;3)に対

し
て
、
次
の
問
に
答
え
よ
。
た
だ
し
、
原
点
を

Oとする。

(1)線分ABの
長
さ

(2)線分OBの
長
さ

(3)線分ABの
中
点
の
座
標

(4)線分ABを

3:2に内分する
点
の
座
標

(5)2点A,Bか
ら
等
距
離
に
あ
る

x軸上の点

(6)2点A,Bか
ら
等
距
離
に
あ
る

y軸上の点

(7)原点と点A

を
通
る
直
線
の
方
程
式

(8)2点A,Bを
通
る
直
線
の
方
程
式

(9)原点を通り
線
分

ABに垂直な直
線
の
方
程
式

(10)三角形4O
ABの面積

2次の不等式
を
解
け
。
負
数
を
掛
け
る

(負数で割る)と
き
は
、
不
等
号
の
向
き
が
変
わ
る
こ
と
に
注
意
す
る
。

(1)x+3 2>2x�1 3�1
(2)8 < :3x+4 2>2x�1 3 4x�1 3<3x+2 2

3次の2次不
等
式
を
解
け
。

x軸との共有点
が
あ
る
か
ど
う
か
は
、
判
別
式

Dの符号で判定
で
き
る
。

(1)x2 +x�2
>0
(2)( x2 +2x�2<0 x2 +4x>0

4等式3(x�
2)2 +5(x�2)�
1=3x2 �7x+
1を証明せよ。

52x+1 x2 +x�2=
a x�1+b x+2が恒等式

に
な
る
よ
う
に
、
定
数

a;bの値を定め
よ
。

6全体集合を
実
数
全
体
と
し
、

A=� xjx2 �x
�2>0	 、B=

� xjx2 �9< =0	

と
す
る
と
き
、
次
の
集

合
を
求
め
よ
。
ま
ず
、

A;Bを表す2

次
不
等
式
を
解
く
こ
と
が
必
要
で
あ
る
。

(1)A\B

(2)A[B

7次の命題の
逆
・
裏
・
待
遇
を
書
き
、
そ
の
真
偽
を
述
べ
よ
。
偽
の
と
き
は
反
例
を
あ
げ
る
こ
と
。

(1)x=1ならば

x2 =1である

(2)x>0または

y>0ならば、

xy>0である
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「
自
由
研
究
」
の
冬
季
課
題

以
下
の
課
題
の
う
ち
、
い
ず
れ
か
を
選
択
し
て
、

1月16日(月

)17：00まで
に
提
出
し
て
く
だ
さ
い
。
こ
れ
ま

で
と
同
様
に
、
各
自
が
ど
の
よ
う
な
こ
と
を
行
い
、
そ
れ
に
よ
り
ど
の
よ
う
な
こ
と
を
考
え
た
か
、
あ
る
い
は
思
っ
た

か
、
ま
た
、
ど
の
よ
う
な
こ
と
を
予
想
し
、
そ
れ
を
ど
の
よ
う
に
し
て
確
か
め
た
か
、
あ
る
い
は
ど
の
よ
う
な
理
由
で
確

か
め
る
こ
と
が
で
き
な
か
っ
た
か
、
と
い
う
よ
う
な
、
各
自
の
思
考
の
経
過
を
ま
と
め
て
く
れ
ば
よ
い
の
で
す
。
「
や
っ

て
み
た
け
ど
、
分
ら
な
か
っ
た
！
」
と
い
う
場
合
は
、
ど
の
よ
う
な
こ
と
を
や
っ
て
み
た
の
か
、
「
分
ら
な
い
！
」
と
結

論
づ
け
る
ま
で
に
各
自
が
ど
の
よ
う
な
こ
と
を
考
え
た
の
か
、
そ
の
思
考
の
経
過
を
ま
と
め
て
く
れ
ば
よ
い
の
で
す
。

な
お
、
こ
の
課
題
の
意
図
は
、
通
常
の
問
題
と
は
異
な
る
問
題
を
考
え
る
こ
と
に
よ
り
、
自
分
の
頭
に
新
な
思
考
回

路
を
構
築
し
て
ほ
し
い
、
と
い
う
こ
と
に
あ
り
ま
す
。
考
え
て
い
っ
て
「
何
か
に
気
づ
い
た
と
き
」
、
通
常
の
問
題
を

解
い
た
と
き
は
異
な
る
喜
び
が
あ
る
は
ず
で
す
。
ア
ン
ケ
ー
ト
の
結
果
に
よ
れ
ば
、
半
数
以
上
の
人
が
、
自
由
研
究
で

は
「

(43)考えると
、
い
ろ
い
ろ
な
発
見
が
あ
り
、
と
て
も
お
も
し
ろ
か
っ
た
」
と
回
答
し
て
い
ま
す
。
こ
の
「
発
見

の
喜
び
」
を
で
き
る
だ
け
多
く
の
人
に
体
験
し
て
も
ら
い
た
い
！
、
と
い
う
こ
と
も
意
図
し
て
い
ま
す
。

図
形
の
面
積

皆
さ
ん
が
面
積
の
求
め
方
と
し
て
知
っ
て
い
る
の
は
、
長
方
形
、
平
行
四

辺
形
、
台
形
、
そ
し
て
三
角
形
の
面
積
で
す
。
こ
れ
ら
の
図
形
を
組
み
合
わ

せ
る
こ
と
で
、
他
の
図
形
の
面
積
を
求
め
る
こ
と
は
で
き
な
い
で
し
ょ
う

か
。
た
と
え
ば
、

y=1�x2 の
グ
ラ
フ
は
、

y=�x2 のグ
ラ
フ
を

y

軸
方
向
に

1だけ平行移
動
し
た
グ
ラ
フ
な
の
で
右
図
の
グ
ラ
フ
で
す
。

1 1
�1

x
y O

こ
の
グ
ラ
フ
と

x軸との間で
囲
ま
れ
た
図
形
の
面
積
を
求
め
る
に
は
ど
う
す
れ
ば
よ
い
で
し
ょ
う
か
。
で
き

る
だ
け
正
確
な
近
似
値
を
求
め
る
方
法
を
考
案
し
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
具
体
的
に
そ
の
値
を
計
算
し
て
く
だ

さ
い
。

ま
た
、
一
般
に
、
関
数

y=f(x)のグ
ラ
フ
と

x軸との間で
囲
ま
れ
た
図
形
の
面
積
を
計
算
す
る
に
は
、
ど

の
よ
う
に
す
れ
ば
よ
い
で
し
ょ
う
か
。
そ
の
一
般
的
な
方
法
に
つ
い
て
も
考
え
て
み
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
自

分
で
適
当
な
関
数
の
グ
ラ
フ
を
考
え
、
そ
の
グ
ラ
フ
と

x軸との間で
囲
ま
れ
た
図
形
の
面
積
を
計
算
し
て
み
て

く
だ
さ
い
。

(x2 +x+1
)n の展開式の

係
数

(x+1)n を展
開
し
た
と
き
の
式
の
係
数
に
つ
い
て
は
、
す
で
に

7月にやって
、
ど
の
よ
う
な
性
質
が
あ
る

か
、
皆
さ
ん
が
発
見
し
た
内
容
を
プ
リ
ン
ト
に
ま
と
め
て
解
説
し
ま
し
た
。
単
純
な
こ
と
で
あ
る
に
も
か
か
わ
ら

ず
、
そ
の
中
に
は
い
ろ
い
ろ
な
性
質
が
あ
っ
た
と
思
い
ま
す
。

で
は
、

(x2 +x+1)n

の
展
開
式
で
は
ど
う
な
る
で
し
ょ
う
か
。

� �� �F1で「3:ex
pand(」を選択

し
て
、
そ
の

展
開
式
や
、
そ
の
係
数
を
で
き
る
だ
け
沢
山
の

nについて書
き
出
し
て
く
だ
さ
い
。
た
と
え
ば
、

(x2 +x+1)2
で
あ
れ
ば
、「

expand((x2 +
x+1)2 )」とし

て

� �� �ENTERを押
す
こ
と
に
な
り
ま
す
。
括
弧
が

2つ必要な
の
で
気
を
つ
け
て
く
だ
さ
い
。
そ
し
て
、
係
数
の
間
に
成
り
立
つ
特
徴
に
つ
い
て
考
察
し
て
く
だ
さ
い
。

(x+1)n
の
場
合
に
成
立
し
た
性
質
は
、

(x2 +x+1)n

で
も
成
立
す
る
で
し
ょ
う
か
。
次
数

nと係数の間
に
は
ど
の
よ

う
な
関
係
が
あ
る
の
で
し
ょ
う
か
。
こ
の
展
開
式
の
係
数
を
簡
単
に
求
め
る
方
法
は
な
い
で
し
ょ
う
か
。

xn +kの因数
分
解 xn �1の因数
分
解
に
つ
い
て
は
、

7月にやりま
し
た
。
単
純
な
こ
と
で
あ
る
に
も
か
か
わ
ら
ず
、
い
ろ
い

ろ
な
性
質
が
含
ま
れ
て
い
た
か
と
思
い
ま
す
。

今
度
は
、

xn +kのタイ
プ
の
式
が
因
数
分
解
で
き
る
の
は
、

n;kがどのよ
う
な
場
合
で
あ
る
の
か
を
考

え
て
み
て
く
だ
さ
い
。
た
だ
し
、

n;kはいずれ
も

1以上の自然数
と
し
ま
す
。
た
と
え
ば
、

x4 +4は、一

見
す
る
と
因
数
分
解
で
き
な
い
よ
う
に
見
え
ま
す
が
、

x4 +4=(x4
+4x2 +4)�
4x2 =(x2 +2
)2 �(2x)2

=(x2 +2+2
x)(x2 +2�2
x)=(x2 +2x
+2)(x2 �2x
+2)

の
よ
う
に
変
形
す
る
と
因
数
分
解
す
る
こ
と
が
で
き
ま
す
。
数
ナ
ビ
で
因
数
分
解
す
る
に
は
、

� �� �F12として、
「

2:fa
tor(」を
選
択
し
て
、
「

fa
tor(x4 +1
)」として� �� �ENTERを押

す
こ
と
に
な
り
ま
す
。

手
計
算
で
も
数
ナ
ビ
を
利
用
し
て
も
、
ど
ち
ら
で
も
か
ま
い
ま
せ
ん
。

xn +kが因数
分
解
で
き
る
の
は

n;k
が
ど
の
よ
う
な
と
き
で
あ
る
の
か
を
考
察
し
て
く
だ
さ
い
。
数
ナ
ビ
を
利
用
す
る
の
で
あ
れ
ば
、
ま
ず
、
い
ろ
い

ろ
な

n;kについて
因
数
分
解
さ
れ
る
場
合
の
式
を
書
き
出
し
て
、
何
か
特
徴
が
な
い
か
ど
う
か
を
考
え
て
い
け

ば
よ
い
で
し
ょ
う
。

繁
分
数
の
値

次
の
よ
う
な
繁
分
数
の
値
に
つ
い
て
は
、
す
で
に
夏
季
休
業
の
課
題
の
中
で
や
っ
て
も
ら
い
ま
し
た
。

1 1;1 1+1;
1 1+1 1+1;1 1+1 1+1 1+1;
1 1+1 1+1 1+1 1+1

一
見
す
る
と
複
雑
そ
う
に
見
え
な
が
ら
、
簡
単
な
性
質
が
あ
っ
た
と
思
い
ま
す
。
で
は
、
こ
の
式
を

1以外の数
に
つ
い
て
考
え
る
と
ど
う
な
る
で
し
ょ
う
か
。
い
ろ
い
ろ
と
具
体
的
な

n(自然数)につ
い
て
、

n n;n n+n;
n n+n n+n;n n+n n+n n+n;
n n+n n+n n+n n+n

の
値
を
調
べ
て
み
て
く
だ
さ
い
。
分
母
だ
け
を

1以外の数と
し
た
場
合
で
考
え
る
と
ど
う
な
る
で
し
ょ
う
か
。

1 n;1 n+n;
1 n+1 n+n;1 n+1 n+1 n+n;
1 n+1 n+1 n+1 n+n

こ
れ
ら
の
値
に
、

1だけからな
る
式
の
と
き
の
よ
う
な
規
則
性
は
あ
る
で
し
ょ
う
か
。
繁
分
数
の
計
算
を
せ
ず

に

k番目がどの
よ
う
な
式
に
な
る
か
求
め
る
こ
と
は
で
き
な
い
で
し
ょ
う
か
。

nを具体的な
自
然
数
で
考
え

て
も
よ
い
し
、
文
字
の
ま
ま
考
え
て
も
か
ま
い
ま
せ
ん
。

3次関数のグ
ラ
フ

数
ナ
ビ
を
利
用
し
て
、

3次関数y=
x3 +ax2 +b
x+
のグラ

フ
の
形
に
つ
い
て
考
え
て
く
だ
さ
い
。

こ
の
関
数
の
グ
ラ
フ
は
ど
の
よ
う
な
形
を
し
て
い
る
で
し
ょ
う
か
。
係
数

a;b;
の値を
変
え
る
こ
と
に
よ

り
、
グ
ラ
フ
の
形
は
ど
の
よ
う
に
変
化
す
る
で
し
ょ
う
か
。

a;b;
の値を
や
み
く
も
に
変
え
て
も
訳
が
分
か
ら

な
く
な
る
だ
け
で
す
。

2つを固定し
て

1つだけ変化

(増加や減少)

さ
せ
る
と
ど
う
な
る
か
、
あ
る
い
は
、

y=x3 +ax2
;y=x3 +bx
;y=x3 +ax
2 +bxのよう

に
分
け
て
考
え
て
み
る
と
よ
い
で
し
ょ
う
。

グ
ラ
フ
の
山
や
谷
は

a;b;
の値とど
の
よ
う
に
関
連
し
て
い
る
で
し
ょ
う
か
。

2次関数のとき
の
よ
う
に
、

基
本
に
な
る
関
数
の
平
行
移
動
と
し
て
考
え
る
こ
と
は
で
き
な
い
で
し
ょ
う
か
。
各
自
の
問
題
意
識
に
も
と
づ
い

て
考
え
て
み
て
く
だ
さ
い
。

た
だ
し
、

a;b;
は整数で
は
な
く
実
数
と
し
ま
す
。
正
の
数
ば
か
り
で
は
な
く
、
負
の
数
に
つ
い
て
も
考
え

て
く
だ
さ
い
。
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